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  מבוא  .1
  

  

התחום מקשר את .  התחום של עבוד אותות הנו רחב מאד וכולל נושאים וטכניקות רבות ומגוונות

, מאחר שחקירת תופעות פיסיקליות, הנדסת חשמל והאלקטרוניקה עם תחומי הנדסה ומדע אחרים

  :על פי הסכמה הבאה, ואחרות מתבצעת בדרך כלל באמצעות ציוד אלקטרוני, פיזיולוגיות

  

  

  

  

  .אנו נתרכז ביחידת העיבוד האלקטרונית

  

הרכיבים , ההתפתחות המהירה של המחשבים. עד שנות השישים נעשה העיבוד ישירות על האות האנלוגי

תחילה בוצעה . הספרתיים והטכניקות הספרתיות נתנה דחיפה עצומה להתפתחות העיבוד הספרתי

 אך בהמשך פותחו אלגוריתמים חדשים ,החלפה גרידא של שיטות העיבוד האנלוגיות בעיבוד ספרתי

  :ויעילים יותר לבצוע פעולות כמו

  תכן ישיר של מסננים ספרתיים •

  אנליזה ספקטרלית •

  )אדפטיבי(סינון מסתגל  •

  שערוך פרמטרים/ זיהוי מערכות  •

מאפשר מימוש עיבוד האותות בזמן אמת בקצבים ההולכים וגדלים ) DSP(פיתוח מעבדי אות מהירים 

                      .מידי שנה

     

אמצעי החישוב המהירים בחמרה ותכנה הביאו לפיתוח והרחבת השימוש בשיטות עיבוד ספרתי במגוון 

  :למשל. רחב של תחומים ושימושים

  סינתזה, זיהוי דיבור, דחיסת מידע, ביטול הדים, סינון מרעש, ערבול,  סינון–עיבוד אותות דיבור  •

  דחיסה, שחזור, יהוי עצמים וצורותז, שיפור תמונות,   סינון– עיבוד תמונות   •

  עיבוד אותות ביולוגיים •
ואותות וידאו , תמונות,  דיבור ומוסיקה-תמסורת אותות שמע (עיבוד אותות לשימושי מולטימדיה  •

  ) במשולב

•     

•     

•   

  

  

  

תופעה 
  פיסיקלית

  מדיד    
        +       

     מתמר

ערוץ 
/תקשורת
  אחסון

     מערכת
    עיבוד   

  אלקטרונית

, תצוגה
שחזור או 

  פעולה

  אות חשמלי
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  ):4'  עמ1 פרק -  B. Poratמתוך ספרו של  (רשימת שימושים 

 
                                               

  

  :היא, דיאגרמת מלבנים טיפוסית של מערכת עיבוד ספרתית בה מקור האות הוא אנלוגי

  

  

  

  

  

 :  להלןB. Porat בספרו של  1.1ראה גם ציור 

המרה לאות   אות בזמן רציף
זמן (ספרתי 
  )בדיד

  
      מערכת 

  עיבוד ספרתי

  
  יחידת שחזור

s(t) x[n] y[n] r(t) 
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  מיתרונות העיבוד הספרתי

  .ולכן מבעית הסיבתיות, יש שחרור מוחלט מציר הזמן, בבעיות שלא בזמן אמת •

  .'וכו, תאום אמפדנסים, (Drift)סחיפה , אין השפעה של אלמנטים פרזיטיים:  מהימנות •

י אותה "מבוצע בדיוק ע) להשוואה(עיבוד אותות שונים ; חזרה על ניסוי נותנת בדיוק אותן תוצאות •

  .מערכת

  ).נקודה קבועה או צפה(י שליטה באורך המלה ושיטת הייצוג "דיוק מבוקר ע •

  ).טעינת מקדמים, ותיכולת תכנ(י מערכת נתונה "גמישות בבצוע אלגוריתמים שונים ע •

) כולל סינון מסתגל( מימוש מערכות משתנות בזמן (Time-Sharing),זמן -אפשרות של שיתוף •

  .ופעולות עיבוד שלא ניתן כלל לממש בשיטות עיבוד אנלוגיות

  

  בעיות הכרוכות בעיבוד הספרתי

  :שגיאות בייצוג הספרתי של אותות אנלוגיים •

  .(Aliasing)" קיפול"  דגימה של אותות שאינם מוגבלי סרט מביאה ל– 

  .גורם לשגיאות ) Quantization -כימוי (   אורך מלה סופי –      

  .שגיאות בשחזור האות האנלוגי •

  ,)שהם פונקציה של ההתפתחות הטכנולוגית, מחיר, הספק, מהירות(מגבלות מימוש  •

 .ישוביים יעיליםצורך בפתוח שיטות תכן ואלגוריתמים ח •
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  סווג אותות 1.1
  
  
  
  אות רציף בזמן ובאמפליטודה •

  ")                                                                                         אנלוגי"אות    (
  
  
  
  
  
  
  
  
          בזמן                                                           ) דיסקרטי( אות בדיד  •

       ורציף באמפליטודה                                                                             
  )אות דגום     (

  
  
  
  
  
  
  
  
   אות בדיד בזמן  ובאמפליטודה                                                                  •

  פר נתוןייצוג במחשב עם מס, למשל     (
  )      של סיביות

  
  
  
  
  
  
  
  
  
   אות רציף בזמן ובדיד •

       באמפליטודה
  אות משוחזר מסדרת, למשל    (

   )D/Aי "      המספרים לעיל ע
  
  
  
  
  
 

•  

x(t) 

t 

  •  
 •  •  •  •  

•  •  

x[n] 

n 

•  
  •  

 •  •  
•  •  

•  •  

x[n] 

n 

 
x(t) 

t 
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  חזרה על ניתוח אותות ומערכות בתחום התדר. 2

   זמן רציף -התמרת פוריה   .2.1

( )x t  - בזמן רציף) ממשי או קומפלכסי(  אות .  

( )FX ω  - התמרת פוריה של ( )x t) אם היא קיימת:(  

( ) { }( ) ( ) ,F j tX x x t e dtωω ω ω
∞

−

−∞

= = ∈∫F  

ω  מכונה תדירות זוויתית ]rad/sec.[  

  :  לקיום ההתמרהמספיקתנאי 

( ) ( )x t dt Absolute Integrability
∞

−∞

< ∞ −∫  

  :  קיימת ונתונה אז על ידיההתמרה ההפכית, )ראה בהמשך(בתנאים מתאימים 

( ) { }( ) ( )1 1ˆ ,
2

F F j tx t X t X e d tωω ω
π

∞
−

−∞

= = ∈∫F  

) בהם tכשעבור ערכי  )x tרציפה   :( ) ( )x̂ t x t=  

)של ) סופית(רציפות -ובנקודת אי )x t :  

( ) ( ) ( )( )1ˆ
2

x t x t x t+ −= +  

 : ל הם"תנאים מספיקים לנ

  Dirchletתנאי 

)1( ( )x t מקיימת   ( )x t dt
∞

−∞

< ∞∫.  

)2( ( )x tובנקודות אלו ,רציפות בכל קטע סופי- של נקודות איסופימלבד למספר ,  רציפה 

  . אי הרציפות סופית

)-ל )3( )x t מספר סופי של נקודות מינימום ומכסימום בכל קטע סופי )Bounded 

Variation .( 
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  :לדוגמה

)הפונקציה       • ) 1 , 0x t t
t

= > ,  

 ).1(אינה מקיימת את תנאי 
  

  

  

  

  

  

 

)הפונקציה  • ) 2sin , 0x t t
t
π⎛ ⎞= >⎜ ⎟

⎝ ⎠
 , 

 ).3(אינה מקיימת את תנאי 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ):2 ( תנאיפונקציה שאינה מקיימת את •

  

  

  

  

  

t1

x(t)

1

0 

0 1 t 

x(t) 

t 1 0 

1 

½ 

¼ 

x(t) 
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  דוגמאות נוספות

  
I.  

( ) ( ) , 0 ; 0
0 , 0

at
at e tx t e u t a

t

⎧ ≥⎪= = >⎨
<⎪⎩

  

  

  

  

  

)כאן  )FX ωהאינטגרל לא מתכנס(ת  לא קיימ .(  

II .  

( ) ( )
sin( ) , 0

sinc
1 , 0

t t
x t t t

t

π
π

⎧ ≠⎪= =⎨
⎪ =⎩

  

  

 ולא מספיקהתנאי ( אך בכל זאת התמרת פוריה קיימת ,אינו מתקייםלעיל ) 1(ן אמנם תנאי אכ

  !). הכרחי

{ }( )
1 ,

sin c 0.5 ,
2

0 ,
rect

ω π
ωω ω π
π

ω π

⎧ <
⎪⎛ ⎞= = =⎨⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪ >⎩

F  

 

 ←⎯⎯→F  

  

 

 
-π             0            π                     ω 

rect (ω/2π) 

1 

sinc (t) 

-1           0             1                           t 

1 

x(t) 

1 

t 
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III .  

                                                                       

( )

( )

( )

0.5

0.5

/ 2 / 2

1 0.5
0 0.5

1

sin / 2
sin c

/ 2 2

F j t

j j

t
x t

t

X e dt

e e
j

ω

ω ω

ω

ω
ω ω

ω π

−

−

−

⎧ <
= ⎨ >⎩

= =

⎡ ⎤=− − =⎣ ⎦

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
  

  

  : ההתמרה ההפכית

( ) { }( ) ( )1
1 0.5

ˆ 0.5 0.5
0 0.5

F
t

x t X t t rect t
t

−
⎧ <
⎪= = = =⎨
⎪ >⎩

F  

)נוכל לרשום , לכן ) ( )x̂ t x t= , לכלt , אם נגדיר את( )x tכלומר, רציפות- גם בנקודות האי:  

( ) ( )x t rect t= 

IV.  

                                                      ( ) ( ) , 0 ; 0
0 , 0

at
at e tx t e u t a

t

−
− ⎧ ≥⎪= = >⎨

<⎪⎩
  

     

( )

( )

( )

0

0

0

1

1

F at j t

a j t

a j t

X e e dt

e dt

e
a j

a j

ω

ω

ω

ω

ω

ω

∞
− −

∞
− +

∞
− +

=

=

= −
+

=
+

∫

∫
            

  

x (t)

-0.5        0         0.5              t 

1

XF(ω) 

-2π       0       2π               ω 

1

x(t) 

0                                t 

1 
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Magnitude :  ( )
2 2

1FX
a

ω
ω

=
+

 

 

 

 

 

 

 

:Phase   ( )
( )( )
( )( )

1tan
Re

F
mF

F

I X
X

X

ω
ω

ω
−
⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1tan
a
ω− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  XF(ω) 

0                                            ω 

( )FX ω  

0                                        ω 

   
π/2 

   
-π/2 
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  )זמן רציף(תכונות התמרת פוריה 

  )12' עמ, 2 פרק, B. Poratמתוך ספרו של (

1. Linearity 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , .F F Fz t ax t by t Z aX bY a bω ω ω= + ⇔ = + ∈  

2. Time shift 

( ) ( ) ( ) ( ) , .F j Fy t x t Y e Xω ττ ω ω τ−= − ⇔ = ∈  

3. Frequency shift (modulation) 

( ) ( ) ( ) ( ) , .j t F Fy t e x t Y Xλ ω ω λ λ= ⇔ = − ∈  

4. Time and frequency scale 

( ) ( ) ( ) 1 , , 0.F Fy t x at Y X a a
a a

ωω ⎛ ⎞= ⇔ = ∈ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5. Time-domain convolution 

( ) { }( ) ( ) ( ) ( )* .F F Fz t x y t Z X Yω ω ω= ⇔ =  

6. Time-domain multiplication 

( ) ( ) ( ) ( ) { }( )1 * .
2

F F Fz t x t y t Z X Yω ω
π

= ⇔ =  

7. Parseval’s theorem 

( ) ( ) ( ) ( )1 ,
2

F Fx t y t dt X Y dω ω ω
π

∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

(where the bar denotes complex conjugation) and its special case 

( ) ( )
22 1

2
Fx t dt X dω ω

π
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

8. Conjugation 

( ) ( ) ( ) ( )F Fy t x t Y Xω ω= ⇔ = −  
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9. Symmetry - if ( )x t  is real valued then 

( ) ( )
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( ) ( )

( ) ( )

,

,

,

,

.

F F

F F

F F

F F

F F

X X

X X

X X

X X

X X

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

− =

ℜ − =ℜ

ℑ − = −ℑ

− =

− = −

 

(where ℜ  denotes the real part, ℑ  donotes the imaginary part, and  denotes the 

angle of the corresponding complex number).  

 

10. Realness 

( ) ( ) ( ) is realFx t x t X ω= − ⇔  

( ) ( )real & even  is realFx t X ω∴ ⇔  

11. Duality 

( ) ( )
( ) ( )2

g t f

f t g

ω

π ω

←⎯→

←⎯→ −

F

F
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 ת מיוחדות פונקציו
 

)   - פונקצית הלם )1( )tδ 

 .Impulse Function ;Dirac delta function;  "דלתה"פונקצית :  שמות נוספים
  

  :המוגדרת באמצעות התכונה") Generalized("זו פונקציה מוכללת 

(“sifting property”)    ( ) ( ) ( )0f t t dt fδ
∞

−∞

=∫  

) -בהנחה ש )f t0 -  רציפה בt =.  

)    :בצורה כללית יותר( ) ( ) ( )f t t dt fδ τ τ
∞

−∞

− =∫(    

  :התמרתה

}                     ,  ωלכל  }( ) ( ) 1j tt e dtωδ ω δ
∞

−

−∞

= =∫F  

)      : ומההתמרה ההפכית ) 1
2

j tt e dωδ ω
π

∞

−∞

= ∫  

  

 "DC"פונקצית  )2(

                      

) , tלכל  ) 1x t =  

             

 

 

 

( ) { }( )

( )

1F

j t

X

e dtω

ω ω

πδ ω
∞

−

−∞

=

= = 2∫

F

  

 

)                   , tלכל        : ומכאן גם מתקבל ) 1 1
2 2

j te dtωδ ω
π π

∞
−

−∞

= ←⎯→∫ F. 

 

0                          t 

x(t) 

1 

XF (ω) 

0                        ω    

2πδ(ω) 
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  פלכסית פונקציה אקספוננציאלית קומ   )3(

 

( )
( ) ( )

0

02

j t

F

x t e

X

ω

ω πδ ω ω

=

= −
  

  

  

  

  

 
  

  

  פונקציות סינוסואידליות   )4( 

 

(1)   
( )

( ) ( )

0 0
0

0 0

1cos
2

j t j tt e eω ωω

π δ ω ω δ ω ω

−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯→ − + +⎡ ⎤⎣ ⎦
F

 

 

 

 

 

(2)   
( )

( ) ( )

0 0
0

0 0

1sin
2

j t j tt e
j

j

ω ωω

π δ ω ω δ ω ω

−⎡ ⎤=
⎣ ⎦

⎯⎯→ + − −⎡ ⎤⎣ ⎦
F

 

 

 

 

 

 X F(ω)  X F(ω) 

0              ω0     ω ω0       0                     ω 

2π δ(ω- ω0)            

ω0 > 0      ω0 < 0      

 -ω0                   0                   ω0                 ω 

XF(ω) 
 

π δ (ω+ ω0)            π δ (ω- ω0)       

-ω0                   0                                     ω 

XF(ω)/j 
 

π δ (ω+ ω0)        

-π δ (ω- ω0)       

 ω0     

 (ω0 >  0)   

 (ω0 >  0)   
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  )Uncertainty Principle (הודאות-עקרון אי

   : תדר–קלת זמן סנוי בימתכונת ש

( ) 1 , 0Fx at X a
a a

ω⎛ ⎞←⎯→ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

F
 

  

  .  ולהפך, נובע שהרחבת אות בתחום הזמן גוררת הצרה של התמרתו בתחום התדר

   .הדבר מעיד על מגבלה ביכולת להצר כרצוננו את תחומי הקיום בזמן ובתדר בעת ובעונה אחת

  

ומגדירים תחומי קיום , )תדר, זמן(בראשית של כל תחום בנפרד " ממורכזים"בהנחה שהאות והתמרתו הם 

  :  ובתדר באופן הבאאפקטיביים בזמן

( )

( )

( )

( )

22

2

2

22

2

2

t

F

F

t x t dt

x t dt

X d

X d
ω

ω ω ω

ω ω

∞

−∞
∞

−∞
∞

−∞
∞

−∞

∆

∆

∫

∫

∫

∫

  

  : הבאמשפטקיים ה, אזי

)אם  )x t דועך יותר מהר מאשר 
1
t

t כאשר  ): כלומר, ∞±→ )lim 0
t

t x t
→∞

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ .  

        אזי
1
2t ω∆ ∆ ≥  

)      : ויון מושג עבור אות גאוסיוהשו )
2tx t e α−=.  
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  הודאות -הוכחת עקרון אי

) -ללשם הנוחיות נניח ש )x tכלומר,  יש אנרגיה יחידה :  

( ) ( )
22 1 1

2
Fx t dt X dω ω

π

∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫  

  :  שורץ–נזכיר את אי השויון של קושי 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2z t y t dt z t dt y t dt
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

≤∫ ∫ ∫  

  : מכךנובע 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2

2 2

2

21
2

t

d dxtx t x t dt t x t dt dt
dt dt

dx t dt x t dt t x t dt
dt dt

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∆

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

  

  : ובעזרת אינטגרציה בחלקים

( ) ( )2 2

0 1

1 1 1
2 2 2

tx t x t dt
∞∞

−∞ −∞
= =

= − = −∫ 

 

ממשפט פרסוול והגדרת 
2
ω∆ :  

( )
2 2 21

2
Fdx dt j X d

dt ωω ω ω
π

∞

−∞

= = ∆∫ ∫  

  :ומקבלים

2
2 21

2 t ω
⎛ ⎞− ≤ ∆ ⋅∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  ,ולכן

  

  

 תאנרגי(
)יחידה  

מהנחת (
) הגבול  
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□                     
1
2t ω∆ ∆ ≥  

  

          מושג כאשרשוויון
( ) ( )dx t

ct x t
dt

=  

  )שורץ-ויון קושיוש- באיןשוויומתוך דרישת (

  

  ומקבלים

( )
( ) ( )( )( )1 ln

dx t d x t c t
x t dt dt

= = ⋅  

)      :ומכאן )
2 2

2 ; 2
c t tx t e e cα α−∝ = = −  

  

0αדועכת נדרש כמובן ' לקבלת פ >.  
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  משפט חלקות 

  

  : והוא עקרוני לתורת הסינון, ניתן כאן ללא הוכחה, א  הבהמשפט

)אם האות  )x t וכל נגזרותיו עד סדר n קיימים וחסומים על כל ציר הזמן ( )t−∞ < <  התמרת ,∞

)פוריה  )FX ω שואפת לאפס כאשר ω 1 לפחות בקצב ∞→
1
nω   :כלומר, +

( ) 1
1lim F
nX O

ω
ω

ω +→∞

⎛ ⎞⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
  

  

  : דוגמאות

  

( )
12sin

2F

T

X

ω

ω
ω

=  

 
  

  

  

( )
( )

2
11

2
1

sin / 4
2 / 4

TT
T

ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  

  

  

 

2 2
2α

α ω+
  

x (t) 

-π/2                                π/2         t 

1 

n = 1 

x (t) 

-π/2                                π/2         t 

1 

n = 0 

x (t) = e-α|t| 

t 

1 

n = 1 
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  מערכות בזמן רציף   .2.2

  

( ) ( )x t y t
input output

⎯⎯→ ⎯⎯→  

)את אות הכניסה ) באופן יחיד( כאופרטור הממפה Hמבחינה מתמטית ניתן לראות את  )x t ,

)לאות יציאה , המותריםממרחב אותות הכניסה  )y tבמרחב אותות היציאה של המערכת  .  

  . ורק הם, אזי אותות הכניסה המותרים הם כל האות הגזירים,  מבצעת גזירה בזמןHאם , למשל

  . SISO – Single Input – Single Output    נדון כאן רק במערכות

 :  אם היא מקיימת את שתי התכונות הבאותלינארית נקראת SISOמערכת  •

  :אדיטיביות )1(

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2H x t x t H x t H x t+ = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 

 :הומוגניות )2(

( ) ( )H a x t a H x t=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 

 שכאשר , אם היא מקיימת) Time Invariant( קבועה בזמן Hהמערכת  •

              ( ) ( )H x t y t=⎡ ⎤⎣ ⎦   

 :אזי  

)       , 0tה קבועה זלכל הז    ) ( )0 0H x t t y t t⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ .  

 מערכת

H  
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  )LTI(ארית וקבועה בזמן יתגובת מערכת לינ

  )LTI:  Linear Time Invariant(  

  

)אם  )tδ הוא אות כניסה מותר למערכת LTIתגובת הלם –מכנים את יציאתה ,  נתונה  

)Impulse Response( ,שמקובל לסמנה ב - ( )h t .  

( )h tמבחינת הקשר בין כניסה ליציאה – לחלוטין את המערכת  מאפיינת אז )zero-state response( ,

  :אינטגרל הקונבולוציהבאמצעות 

( ) { }( ) ( ) ( )

( ) ( )

*y t h x t x h t d

h x t d

τ τ τ

τ τ τ

∞

−∞
∞

−∞

= = −

= −

∫

∫
  

) של המערכת נתונה על ידי תגובת התדר ) { }( )FH hω ω= F ,במקרה כזה . אם ההתמרה קיימת

  : קיים

( ) ( ) ( )F F FY H Xω ω ω=  

  :  לכניסה אקספוננציאלית קומפלכסיתLTIגובת מערכת ת

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
0

0

2

2

j t F

F F F F

x t e X

Y H X H

ω ω πδ ω ω

ω ω ω π ω δ ω ω

←⎯→= = −

= = −

F

  

  : אות היציאה נתון אז על ידי

( ) { }( ) ( ) ( )

( ) 0

1
0

0

1 2
2

F F j t

j tF

y t Y t H e d

H e

ω

ω

π ω δ ω ω ω
π

ω

∞
−

−∞

= = −

=

∫F
  

  : נרשום.  מוצא המערכת גם הוא פונקציה אקספוננציאלית קומפלכסית באותו תדר, כלומר

( ) ( ) ( )0
00 0 0,jF FH H e Hψ

ω ωω ω ψ ω == =  
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  , ולפיכך

( ) ( ) ( )0 0
0

j tFy t H e ω ψω +=  

  . אך לא את אופיו.  המערכת משנה את האמפליטודה והפזה של אות הכניסה, כלומר

)מסיבה זו מכנים את  )FH ω - של המערכת תגובת התדר H 0 וכן מכנים אתj te ω
פונקציה " - 

).  LTIשל מערכת ) eigen-function ("עצמית )0
FH ωערך העצמי" קרוי אז ה) "eigen-value .(  

) :ממשי  עבור אות כניסה :הערה ) ( )0 0cosx t tω φ= , ממשית בעלת תגובת הלם LTI למערכת +

  ): כצפוי(נקבל  

( ) ( ) ( )0 0 0 0cosFy t H tω ω φ ψ= + +  

  

  אותות מחזוריים בזמן רציף  .2.3

( )x t 0 הוא מחזורי אם קייםT ),   ∋t כך שמתקיים לכל < ) ( )x t x t T= + .  

שהוזכרו  Dirichletאות מחזורי המקיים את תנאי ).  period( הקטן ביותר המקיים זאת קרוי מחזור T - ה

  ): Fourier Series ( ניתן לתאור על ידי טור פוריה, אך לגבי מחזור יחיד, קודם

( ) { }( ) [ ]
2

0

1

0
2,

k t
Tjs s

k

jk t
k

k

x t S X t X k e

a e
T

π

ω πω

∞
−

=−∞
∞

=−∞

= =

=

∑

∑
  

  כאשר מקדמי הטור ניתנים על ידי 

[ ] { }[ ] ( ) 0

0

1 ,
T

jk ts
ka X k S x k x t e dt k

T
ω−= = = ∈∫  
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}התוצאה האחרונה נובעת  מכך שאוסף הפונקציות  }0, jk tk e ω∈ ,תוגונלימהווה בסיס אור:  

( ) ( )
[ ]

0
0 0

0

1,1
0,

nk

t T
jk t jn t

t tt

k n
e e dt k n

elseT
ω ω

φφ

δ
+

− =⎧
= − = ⎨

⎩
∫  

  ולכן

( ) ( )

[ ]

00

0 0

1 1T T
j n k tjk t

n k
n

n k

x t e dt a e dt a
T T

ωω

δ

∞
−−

=−∞

−

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫  

)כיוון שהאינטגרציה לעיל היא על פני מחזור אחד הרי שאם נגדיר את האות  )Ix t כך שהוא בעל תחום 

  ): משך מחזור(תמיכה סופי 

( ) ( ), 0
0,I

x t t T
x t

else
≤ ≤⎧

=⎨
⎩

  

  : הרי שאנו מקבלים

[ ] ( )0 0
1 2;s F

k Ia X k X k
T T

πω ω= = =  

)כלומר הדגימות של  )F
IX ω0 בתדרים , בתדרkω, נותנות מידע מלא על ( )x t) האות המחזורי (

)על , לכן, וכמובן )Ix t)  מוגבל בזמן"שהוא .("  

 תוצאה – הדואליות ניתן לצפות לתוצאה דומה כשמחליפים את משתני הזמן והתדר   מתוך תכונת:הערה

דגימה בזמן נותנת מידע מלא על אות מוגבל , כלומר".  (מוגבלי סרט"שנקבל כאשר נדון בדגימה של אותות 

  ). סרט אם קצב הדגימה נבחר נכון

)הרכבת האות  )x t של  על ידי הרחבה מחזורית( )Ix t:  

( ) ( )I
n

x t x t nT
∞

=−∞

= −∑  
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  ) Poissonאו משפט  ( Poissonנוסחת הסכום של נותנת את , ושימוש בתוצאה לעיל

( ) ( )0
1 ojk tF

I I
n k

x t nT X k e
T

ωω
∞ ∞

=−∞ =−∞

− =∑ ∑  

) בצורתו הכללית יותר מרשה גם  Poisson  משפט :הערה )Ix t זמן-מוגבל" שאינו" 

( ) ( )( )1Ix t L∈.  

)במקרה הפרטי בו  ) ( )Ix t tδ= , כלומר( )x t שנסמנה ב" רכבת הלמים" הוא- ( )p tτ  

( ) ( ) ( )T
n

x t p t t nTδ
∞

=−∞

= = −∑  

) - הרי שכיוון ש ) 1F
IX ω  Poisson) Poissonנוסחת נקבל את התוצאה הידועה כ , ωלכל , =

Formula (– הלמים– טור פוריה של רכבת :   

( ) 0
0

1 2;jk t

n k
t nT e

T T
ω πδ ω

∞ ∞

=−∞ =−∞
− =∑ ∑  

} -מהפעלת התמרת פוריה על אגף ימין ושימוש ב }( ) ( )0
02jk te kω ω πδ ω ω= −Fמתקבל  :  

( ) ( )0 0 0
2;

n k
t nT k

T
πδ ω δ ω ω ω

∞ ∞

=−∞ =−∞
− ←⎯→ −∑ ∑F

  

  . דרתמרתה רכבת הלמים ב הת,רכבת הלמים בזמן, כלומר

)הפעלת התמרת פוריה על  • )x t מחזורי שמקדמי טור פוריה שלו הם [ ]sX k, נותנת באופן דומה 

 ל"לנ

( ) [ ] ( )02F s

k
X X k kω π δ ω ω

∞

=−∞

= −∑  

  ): י הדיון לעיל"עפ(שעצמתם  ")קווים ספקטרליים" (הלמים בתחום התדרומתקבלים 

[ ] ( )0 02 s F
IX k X kπ ω ω=  
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  תוצאות נוספות עבור אותות  מחזוריים בזמן רציף 

 :  במקרה זה היאParsevalנוסחת  •

( ) [ ]
22

0

T
s

k
x t dt T X k

∞

=−∞

= ∑∫  

  . לאנרגית האות במחזור אחדוההתייחסות כאן  היא 

)אם  • )x tמקדמי טור פוריה מקיימים,  הוא ממשי 

[ ] [ ]s sX k X k= −  

  : ומקבלים

( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]0
1

0 2 cos ,s s s

k
x t X X k k t k k X kω ϕ ϕ

∞

=

= + + =∑  

ובאופן מעשי יש במקרים רבים לקטום את אברי , כ אינסופי"א בדומספר האברים בטור פוריה ה •

)רוב ימתקבל אז הק.  הטור למספר סופי )Nx t לאות ( )x t : 

( ) 0
N

jk t
N k

k N
x t a e ω

=−

= ∑  

  : רוב הוא השגיאה הריבועית הממוצעתיבל לשגיאת הקומדד מק  

( ) ( ) 21
N N

T

E x t x t dt
T

−∫  

}תוצאה מעניינת היא שמכל המקדמים האפשריים  }kb שנבחר כדי לקרב את ( )x tהרי שהבחירה , ל" כנ

k kb a= ,,...,k N N=  ). שגיאה ריבועית ממוצעת מינימלית( הקטן ביותר NE - תביא לקבלת ה−
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   לאות מחזורי LTIתגובת מערכת  .2.4

  

)בעלת תגובת תדר , LTIכבר ראינו שהתגובה של מערכת  )FH ω , 0לאות כניסהj te ω
שהוא אות  (

מחזורי מחזורי במחזור 
0

2T π
ω

)נתונה על ידי , )= ) 0
0

j tFH e ωω.אם ,  לפיכך( )x t הוא אות מחזורי 

)הרי שמוצא המערכת , כלשהו הניתן לייצוג על ידי טור פוריה )y tג על ידי טור  גם הוא מחזורי ומיוצ

  : פוריה שמקדמיו מקיימים

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )
0

0

s s F

S S F

Y k X k H k

Y k X k H k

ω

ω

=

= +
  

]          , כאשר ] [ ] [ ]( )sj Y kS SY k Y k e=  

k∈ ו - T 0 הוא מחזור האות
2
T
πω⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .  

קל להוכיח ישירות , )T -באותו מחזור (את התכונה שהמוצא הוא מחזורי כאשר הכניסה מחזורית  •

 : מתוך אינטגרל הקונבולוציה

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x h t d h x t dτ τ τ τ τ τ
∞ ∞

−∞ −∞

= − = −∫ ∫  

  , ולכן

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

y t T h x t T d

h x t d

y t

τ τ τ

τ τ τ

∞

−∞
∞

−∞

+ = + −

= −

=

∫

∫  

  .כפי שנטען לעיל
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  אותות ומערכות בזמן בדיד  .2.5

  

   זמן בדיד–התמרת פוריה 

] - נסמן ב ]x n  אות בזמן בדיד)Discrete time) (סדרת מספרים .(  

  ): אם ההתמרה קיימת(ההגדרה הפורמלית של התמרת פוריה של האות נתונה על ידי 

( ) { }( ) [ ] ,f j n

n
X x x n e θθ θ θ

∞
−

=−∞

= ∈∑F  

) -שים לב ש )fX θ2במחזור ,  מחזוריתπ .  

  :  לקיום ההתמרהמספיקתנאי 

[ ]
n

x n
∞

=−∞

< ∞∑  

  

  :ההתמרה ההפכית

[ ] { } [ ] ( )1 1 ,
2

f f j nx n X n X e d n
π

θ

π

θ θ
π

−

−

= = ∈∫F  

  

  

  :דוגמה

[ ] [ ] 0 ; 1
0 0

n
n a nx n a u n a

n
⎧ ≥⎪= = <⎨

<⎪⎩
  

( ) ( )
0 0

1
1

nf n j n j
j

n n
X a e ae

ae
θ θ

θθ
∞ ∞

− −
−

= =

= = =
−

∑ ∑  

1a  אם :הערה   . ההתמרה לא קיימת, <
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  )זמן בדיד(תכונות התמרת פוריה   

  )28' עמ, 2פרק , B. Poratמתוך ספרו של (

1. Linearity  

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( ), , ,f f fz n ax n by n Z aX bY a bθ θ θ= + ⇔ = + ∈  

2. Periodicity 

( ) ( )2 , ,f fX X k kθ θ π θ= + ∈ ∈  

3. Time shift 

[ ] [ ] ( ) ( ),f j m fy n x n m Y e X mθθ θ−= − ⇔ = ∈  

4. Frequency shift (modulation) 

[ ] [ ] ( ) ( ),j n f fy n e x n Y Xλ θ θ λ λ= ⇔ = − ∈  

5. Time-domain convolution 

[ ] { }[ ] ( ) ( ) ( )* f f fz n x y n Z X Yθ θ θ= ⇔ =  

6. Time-domain multiplication  

[ ] [ ] [ ] ( ) { }( )1 *
2

f f fz n x n y n Z X Yθ θ
π

= ⇔ =  

7. Parseval’s theorem  

[ ] [ ] ( ) ( )1 ,
2

f f

n
x n y n X Y d

π

π
θ θ θ

π

∞

−
=−∞

=∑ ∫  

 and its special case 

[ ] ( )
22 1 .

2
f

n
x n X d

π

π
θ θ

π

∞

−
=−∞

=∑ ∫  

8. Conjugation 

[ ] [ ] ( ) ( )f fy n x n Y Xθ θ= ⇔ = −  
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9. Symmetry - if [ ]x n  is real valued then  

( ) ( )
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( ) ( )

( ) ( )

,

,

,

,

.

f f

f f

f f

f f

f f

X X

X X

X X

X X

X X

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

− =

ℜ − =ℜ

ℑ − =− ℑ

− =

− = −

 

10. Realness 

[ ] [ ] ( ) is realfx n x n X θ= − ⇔  

  

  

  מערכות בזמן בדיד 

  SISOנדון במערכות 

[ ] [ ]x n y n
input output

⎯⎯→ ⎯⎯→  

  . אריות והקביעות בזמן מוגדרות כאן כמו לגבי מערכות בזמן רציףיתכונות הלינ

) את התגובה )h t , להלם( )tδ ,מחליפים כאן בתגובה ,( )h n ,לדגם יחידה [ ]nδ) unit sample( ,

  : המוגדר על ידי

[ ] 1, 0
0,

n
n

else
δ

=⎧
= ⎨
⎩

  

[ ]h nשל " תגובה להלם"מכנים בכל זאת ה, לשם הנוחיות, ם יחידה שלעיתים היא לפיכך התגובה לדג

  . כמו במקרה הרציף, Hהמערכת 

 
 מערכת 

H  
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]את התגובה  ]y n לסדרת כניסה [ ]x n אם הסכום מתכנס (סכום הקונבולוציה ניתן לחשב בעזרת:(  

[ ] { }[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
k

k

y n h x n x k h n k

h k x n k

∞

=−∞

∞

=−∞

= ∗ = −

= −

∑

∑
  

 

]נבחן את התגובה לסדרת כניסה  ] 0j nx n e θ= :  

[ ] [ ] ( )

[ ]

( )

0

0 0

0
0

j n k

k

jn jk

k
jn f

y n h k e

e h k e

e H

θ

θ θ

θ θ

∞
−

=−∞

∞
−

=−∞

=

=

=

∑

∑  

), לפיכך )fH θ 0.   של המערכתתגובת התדר מכונהj ne θ
  . של המערכת" פונקציה עצמית" היא 

)בעזרת תגובת התדר  )fH θ של המערכת ניתן לחשב את התגובה לאות כניסה [ ]x n בעל התמרת 

)פוריה  )fX θ מתוך   

( ) ( ) ( )f f fY H Xθ θ θ=  

]אות היציאה  ]y nניתן אז על ידי התמרה הפכית  :  

[ ] { }[ ]1 fy n Y n−= F  
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  אותות מחזוריים בזמן בדיד

 

]האות  ]x n 0 הוא מחזורי אם קיים שלםN   :  כך שמתקיים<

[ ] [ ],x n x n N n= + ∈Z  

  .  הקטן ביותר המקיים זאת קרוי מחזורN - ה

 

 :האות הסינוסואידלי , בזמן רציףשבניגוד לאותות , שים לב

     [ ] ( )0 0cosx n nθ ϕ= +  

  .  בהכרח מחזוריאינו

 

] - לכך שמספיק והכרחיתנאי  ]x nיהיה מחזורי הוא ש  - ( )0 / 2θ π רציונלי הוא מספר .  

  : ללא התניה במחזוריות, איהתמרת פוריה של אות זה ה

( ) ( ) ( )0 0
0 0 ;j jfX e eϕ ϕθ π δ θ θ π δ θ θ π θ π−= − + + − ≤ ≤  

  

0jneתוצאה זו נובעת מכך שהתמרת פוריה של  θ
)  :  היא )02 ,πδ θ θ π θ π− − ≤ ≤  

  

] בזמן בדיד לאות כניסה LTIהתגובה של מערכת  :הערה ]x nמחזורי אף היא מחזורית באותו מחזור  .  
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  דגימה ושחזור.  3

  דגימה של אותות רציפים בזמן.  3.1

)של אות רציף בזמן ) Uniform Sampling (בדגימה אחידהנדון  )x t , בנקודות הזמןt nT= ,n∈Z  .

T או מחזור הדגימה( קרוי אינטרוול הדגימה(  

[ ] ( ) ( ) ,
t nT

x n x t x nT n
=

= = ∈Z)   דגימה נקודתית(  

]  הוא לפיכך הדגימה) קצב(תדר  ]2 1
s sf Hz

T T
πω⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

)נבחן כעת את הקשר בין התמרת פוריה  )FX ω של האות ( )x t , לבין התמרת פוריה( )fX θ של 

]האות בזמן בדיד  ]x nשהתקבל מ - ( )x tל" על ידי פעולת הדגימה הנ .  

  מתוך 

( ) ( )1
2

F j tx t X e dθω ω
π

∞

−∞

= ∫  

  מקבלים

[ ] ( ) ( )1
2

F j nTx n x nT X e dωω ω
π

∞

−∞

= = ∫  

נחלק את הציר הממשי לקטעים שאורכם , ∞ עד ∞− - לביצוע האינטגרציה מ
2
T
π

 כל אחד ונסכם על 

  :פני כל הקטעים

[ ] ( )
( )

( )2 1

2 1

2/

1/2

/

/

1
2

1 2
2

1 2
2

k
T F j nT

kk
T

knTT jF j nT T

k Tk
T

T
F j nT

kT

x n X e d

kX e e d
T

kX e d
T

π

ω

π

ππ
μ

ππω μ

π
ω

πμ ω

ω ω
π

πμ μ
π

πω ω
π

+
∞

−=−∞

∞

↑ =−∞ −
= +

∞

↑ =−∞−→

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∫

∑ ∫

∑∫
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  ):זמן בדיד(נזכיר הביטוי להתמרת פורייה הפכית 

[ ] ( )1
2

f jnx n X e d
π

θ

π

θ θ
π −

= ∫  

)בהצגת , ולכן )d Td Tθ ω θ ω=   :ון נקבל השוי=

( ) 1 2 1 2f F F

k kk k

k kX T X X
T T T T

π πω ω ω
∞ ∞

↑=−∞ =−∞→−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

  :או

( ) 1 2

1 2

f F

k

F

kk k

kX X
T T

kX
T T

θ πθ

θ π

∞

=−∞
∞

↑ =−∞→−

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
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  הדגמות גרפיות

mω  לתחום אות מוגבל סרט  .א ω<  ( )mf f<כלומר  ,( ) 0FX ω mω עבור = ω≥ .  

  

  

 

קיים  )1(
2
s

m T
ωπω < 2תדר הדגימה  (= m sf f< (אין חפיפה בין , כמודגם בציור להלן

)הרפליקות המוזזות של  )FX ωהמופיעות ב  - ( )fx θ  ( )Tθ ω=כלומר  ,  

( ) 1 ,f FX X
T T

θθ π θ π⎛ ⎞= − ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  

  

 

 

 

 

 

2sחפיפה מתקיים כל עוד ה- תנאי אי  mf f≥ .קצב הדגימה הנמוך ביותר שעדין מבטיח   

2ונתון לכן על ידי " קצב הקריטי" או ה"Nyqusitקצב "חפיפה קרוי - אי  mf.  

)2( ( )2
2
s

s m mf f
T

ωπω< > = 

ין הרפליקות המוזזות של ולכן ישנה חפיפה ב, Nyquistכאן קצב הדגימה קטן מקצב 

( )FX ω , שבספרו של 3.4בציור כמודגם Porat. B) 5-3'  עמ– מצורף .( 

XF(ω) 

-ωm      0            ωm                                   ω 

 
1    

XF(ω) 

-ωm        0         ωm                        ω 

 
1    

_ Π                                      Π 
   T                                       T

 
1 
T    

XF(θ) 

-ωmT  ωmT  

-2π                  -π                     0                      π                 2π                                θ 
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), החפיפה גורמת לעיוות ביחס להתמרת פוריה המקורית • )FX ω  . תופעה הקרויה

 -מכיוון שתדרים הגבוהים מ, "קיפול"או ) aliasing" (התחזות"
T
π

) מחצית קצב הדגימה (

θלתוך התחום " מתקפלים" π<נמנעת בכך האפשרות .  (לתדרים נמוכים יותר" מתחזים" ו

 ).  נושא בו נדון בהמשך–של שחזור האות המקורי מדגימותיו 
  

.  Nyquistב הנמוך מקצב היא דגימה של אות סינוסואידלי בקצ" התחזות"דוגמה בולטת ל •

)שני האותות , למשל ) ( )2 cos 0.8x t tπ=  ,( ) ( )1 cos 1.2x t tπ= מקבלים את אותם 

1secTהערכים בנקודות הדגימה אם נבחר  = ( )1sf Hz= ,שכן,  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

cos 1.2 cos 1.2 2

cos 0.8 cos 0.8

x nT n pn n

n n x nT

π π

π π

= = −

= − = =
  

  .)בעמוד הבא' ר (Port. Bספרו של  ב3.5בציור הדבר מודגם 

  .  ניתנת בעמוד העוקב,  בתחום התדר,דוגמא נוספת
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  B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור

  

  

  

  

  

m
T

π
ω >  
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  )תאור בתחום התדר( דגימה של אות סינוסואידלי

  

  

 

 

 

06sω ω=  

  

  

03sω ω=  

  

  

  

01.5sω ω=  

  

 

  

01.2sω ω=  

 

 

Figure 8.16   Effect in the frequency domain of oversampling and undersampling: 
(a) spectrum of orginal sinusoidal signal; (b), (c) spectrum of sampled signal 

with 02 ;sω ω>   (d), (e) spectrum of sampled signal with 02sω ω<  

 Oppenheim & Wilsky (Signals & Systems)מתוך האיור      

ω-ω0      ω0  

Π Π 

(a) 

ω  

0

6

sω
ω =   

-ωs  

(b) 

   XP(ω)  = Xf(ωT)  

ω0
ωs  
 2

ωs

(ωs - ω0) 

ω  -ωs  

(c) 

   XP(ω)  

ω0 ωs  
 2

ωs

(ωs - ω0) 

0
2

6

sω
ω =   

ω  -ωs  

   XP(ω)   

ω0 ωs  
  2 

ωs (ωs - ω0) 
(d) 

Aliasing 
0

4

6
sω

ω =

ω  

0

5
6

sω
ω =     

-ωs  

   XP(ω)   

ω0 ωs  
  2 

ωs 
(ωs - ω0) 
(e)

Aliasing 
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  הערות 

)ציינו קודם שאם  .1 ) 0FX ω mω עבור = ω≥ , אזי קצבNyquist 2 הוא m
s mf f ω

π
= = .  

)ניתן להרחיב זאת גם למקרה  ) 0FX ω mωעבור , = ω>)  כלומר( ) 0F
mX ω± אך , ≠

)בתנאי שמתקיים  ) ( )F F
m mX Xω ω= )  אינו גורם לאיבוד מידעmωבתדר " פוליק"כך שה (−

   .דלתה בתדרים אלה' שאין פוכן בתנאי 

  דוגמה להפרת התנאי היא דגימת האות 

( ) ( )0 0cos 2x t f tπ φ= −  

0בקצב 
0

1 2
2 sT f f

f
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .  

  : 0φנבחן שני מקרים עבור 

)1      (( ) ( ) ( )0 0
0

cos 2 cos 1 : 0
2

nnx nT f n
f

π π φ
⎛ ⎞

= = = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)2      (( ) ( ) 0sin 0 : / 2x nT nπ φ π= = =  

  . הפונקציה הסינוסואידלית נדגמת באפסיה, כלומר

 . ±0fדלתה בתדרים '  פהתנאי הופר כיוון שבהתמרת פוריה של האות יש

)    : דגימת האות .2 ) ( )0sinx t c f t=, 

( ) 0
0

0 0

1 2
2 2

F
m

f
X rect f

f f
ωω ω π π
π

⎛ ⎞
= → = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

)כאן מתקיים  ) ( )F F
m mX Xω ω− 0 וניתן לדגום בקצב =

0
12 2

2s m
ff f f

T
= = = = 

  :הדגימה נותנת ).  Nyquistקצב (

[ ] ( ) ( ) [ ] ( )0sin c sin c 1fx n f nT n n Xδ θ= = = ←⎯→ =F
  

מעניין לציין שמכל האותות שתוצאת דגימתם בקצב 
1
T

] הינו  ]nδ) Nyquist-T signals( , האות

( )sinc /t Tהינו בעל רחב הסרט הקטן ביותר  :
1

2mf Hz
T

=.  
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  אות בלתי מוגבל סרט  .ב

  ). להלן (Port. B בספרו של 3.7בציור תנת דוגמה גרפית ני

)מובן שלא קיים תדר דגימה סופי שמעליו לא תהיה חפיפה של הרפליקות המוזזות של  )FX ω .  

עם זאת מבחינה .  אותות מעשיים הם תמיד בעלי משך סופי ולכן בעלי רוחב סרט בלתי מוגבל

תדר הדגימה .  שמעליו יש לאות מעט מאוד אנרגיה, ט סופימעשית ניתן להגדיר לגביהם רוחב סר

  . יבחר אז לפחות פעמיים רוחב הסרט המעשי

 

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  " דגימת הלם"

)לקשר שהוצג בין  )fX θ של האות הדגום לבין התמרת פוריה ( )FX ωניתן  של האות הנדגם 

פעולת הדגימה מתוארת מבחינה מתמטית כהכפלת אות , י דרך זו"עפ.  גם להגיע בדרך אחרת

)הכניסה  )x tרכבת הלמים" ב "( )Tp t:  

)        :)impulse train( רכבת הלמים ) ( )T
n

p t t nTδ
∞

=−∞
= −∑  

  

  

  

  

  

 

 

)- ישה זו בעל פי גהאות הנדגם נסמן את  )px tאזי  ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

p t
n

n

x t x t p t x t t nT

x nT t nT

δ

δ

∞

=−∞
∞

=−∞

= = −

= −

∑

∑
  

)האות , כלומר )px t והסדרה [ ] ( )x n x nT= כוללים אותו מידע ביחס לאות המקורי ( )x t ,

)-אלא ש )px t זמן בדיד( במקום סדרה מן רציףכאות בז מבוטא .(  

עם , ואף זאת בקרוב(ניתן רק לבצע דגימה נקודתית , מעשית.  זו כמובן רק שקילות מתמטית

  ). מעגלים אלקטרוניים מעשיים

מאפשר לעיתים להגיע לתוצאות אנליטיות ביתר קלות " דגימת הלם"השמוש בכלי המתמטי של 

) ובמיוחד יועיל בהמשך לתאור שחזור האות )x tמדגימותיו  .  

-2T                  -T                    0                  T                 2T                          t    

pT(t) 
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  :הדגמה גרפית של דגימת הלם לעומת דגימה נקודתית מוצגת בציור הבא

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  : שקבלנו קודם,  oissonPנוסחת י "עפ

( ) ( )
21 k tj

T
T

n k
p t t nT e

T

π

δ
∞ ∞

=−∞ =−∞
= − =∑ ∑  

  ).אגף ימין הוא טור פוריה של רכבת הלמים(
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) התמרת פוריה של )Tp tהיא לפיכך  :  

( ) ( ) ( )F j t j t
T T

n

j nT

n

P p t e dt t nT e dt

e

ω ω

ω

ω δ
∞ ∞∞

− −

=−∞−∞ −∞
∞

−

=−∞

= = −

=

∑∫ ∫

∑
  

  : קבלנו קודם שהתמרת רכב הלמים בזמן היא רכבת הלמים בתדר ומכאן

( ) ( ) 2;F j nT
T s s s

n k
P e k

T
ω πω ω δ ω ω ω

∞ ∞
−

=− =−∞∞

= = −∑ ∑  

  Poissonלנוסחת   תוצאה דואלית קבלנו כך בעצם :הערה

2
2

jn T

k n

Tk e
T

ωπδ ω
π

∞ ∞

=−∞ =−∞

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

)למציאת ההתמרה של  )px t נשתמש בתכונה שכפל של שני אותות בזמן 

( ) ( ) ( )( )p Tx t p t x t=של ההתמרות המתאימות, משמעותו קונבולוציה בתחום התדר .  

  ,  לפיכך

( ) { }( )

( )

1
2

1 2 2
2

1 2

F F F
p T

F

k

F

k

X P X

kX d
T T

kX
T T

ω ω
π

π πμ δ ω μ μ
π

πω

∞ ∞

=−∞−∞
∞

=−∞

= ∗

⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫

∑

  

  . וזו התוצאה שקבלנו קודם

)קשר מעניין נוסף מתקבל מתאור ההתמרה של  )px tבאופן הבא  :  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

F j t
p

n

j t

n

jn T f f

n T

X x nT t nT e dt

x nT t nT e dt

x nT e X X T

ω

ω

ω

θ ω

ω δ

δ

θ ω

∞ ∞
−

=−∞−∞
∞∞

−

=−∞ −∞
∞

−

=−∞ =

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

= −

= = =

∑∫

∑ ∫

∑
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]קבלנו כך את הקשר בין התמרת פוריה  של הסדרה  ] ( )x n x nT=   ,( )fX θ , לבין

( )F
PX ω ולכן גם ל - ( )FX ω ,התדר הזויתי ביןהקשר כאשר , כמתואר לעיל θ) rad/sample (

Tθנתון על ידי ) ω) rad/secלתדר הזויתי  ω=.  

  

  : נסכם את הקשרים שקבלנו לעיל

  

)נתון אות  )x t שהתמרתו ( )FX ω.  

( ) ( )Fx t X ω←⎯→F  

]            :דגימה נקודתית ] ( )x n x nT=  

  

      :דגימת הלם

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

p T

n n

x t x t p t

x t t nT x nT t nTδ δ
∞ ∞

=−∞ =−∞

=

= ⋅ − = −∑ ∑
  

  

  :הקשרים בתחום התדר

( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2 ;

F j nT f
P

n

F

k

f F F
P

k

X x nT e X T

kX
T T

kX X X T
T T T

ωω ω

πω

θ θ πθ θ ω

∞
−

=−∞
∞

=−∞
∞

=−∞

= =

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑

∑
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  שחזור אות מדגימותיו .   3.2

מהדיון בסעיף הקודם ברור שגם  .אינטרפולציהבעיית השחזור של אות מדגימותיו ניתנת להצגה כבעיית 

אם האות מוגבל סרט הרי שהתאור המלא של התמרת פוריה של האות הנדגם אפשרי רק אם קצב הדגימה 

לבצע את ) לפחות תיאורטית(התנאים לשחזור ללא שגיאה ודרך ). לפחות, Nyquistקצב (גבוה מספיק 

  : Shannon - המיוחס ל, האינטרפולציה ניתנים על ידי המשפט הבא

  )Sampling Theorem ( משפט הדגימה

)יהיה  )x t אות רציף בזמן בעל התמרת פוריה ( )FX ωדהיינו ,  מוגבלת סרט( ) 0FX ω  עבור =

mω ω>  .ניתן לשחזר את ערכי , אזי( )x t בכל רגע t שהוא מתוך ערכי דגימותיו ( )x nT ,

m
T π

ω
  :על ידי הביטוי, >

( ) ( ) sin c
n

t nTx t x nT
T

∞

=−∞

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

  כאשר

( ) ( )sin
sin c

t
t

t
π

π
  

  

) -  אם ל:הערה )FX ωדלתה ב'  אין פ- mω ω= ) וכן קיים ± ) ( )F F
m mX Xω ω= אפשר , −

 -להשתמש ב
m

T π
ω

2sכלומר  (= mω ω=  .( כמובן שהדבר כך אם( ) 0F
mX ω =.  

  הוכחת משפט הדגימה 

הראינו קודם שעבור 
m

T π
ω

) אין חפיפות של הרפליקות המוזזות של > )FX ω המופיעות בהתמרה 

  של האות הדגום ולכן

( ) ( )1 ,f FX T X
T T

πω ω ω= ≤  

  : נציג קשר זה בהתמרה ההפכית

( ) ( ) ( )
/ /

/ /

1
2 2

T T
F j t f j t

T T

Tx t X e d X T e d
π π

ω ω

π π

ω ω ω ω
π π− −

= =∫ ∫  
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  נציג עתה 

( ) ( )f j nT

n
X T x nT e ωω

∞
−

=−∞

= ∑  

  ונקבל 

( ) ( ) ( )
/

/2

T
j t nT

n T

Tx t x nT e d
π

ω

π

ω
π

∞
−

=−∞ −

= ∑ ∫  

  ומתוך 

/

/

sinc
2

T
j t

T

T te d
T

π
ω

π

ω
π −

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

  מקבלים לבסוף 

( ) ( ) sinc
n

t nTx t x nT
T

∞

=−∞

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

  .ל"משצ

  

 

,  מוזזותsincהאינטרפולציה מתבצעת על ידי סכום משוקלל של פונקציות , י הבטוי שהתקבל לעיל"עפ

  : כמודגם בציור הבא

 

 
  

  

  

  

  

  

  

  :  היאנוסחת אינטרפולציהצורה כללית ל

( ) ( ) ( )r r
n

x t x nT h t nT
∞

=−∞

= −∑  

  Shannonשל ) המוגבלת סרט(כאשר עבור האינטרפולציה 

( ) sincr
th t
T
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

x(t) 

( )x nT  
( ) t-nTsinc

T
x nT ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 nT                        t 
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)הפונקציה  )rh tגרעין האינטרפולציה "  קרויה" ) Interpolation kernel( ת  ואנו נראה בהמשך בחירו

)אחרות של  )rh t .  

) תכונה חשובה של הגרעין :הערה )sinc /t Tמובטח , היא שגם אם תנאי משפט הדגימה לא מתקיימים 

)תמיד  ) ( )rx nT x nT= כיוון שלפונקצית גרעין זו יש אפסים בכפולות שלמות של T,חוץ מאשר ב  - 

0t   : פורמלית.  =

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) [ ] ( )

sin
r

n n

m n
x mT x nT x nT m n x mT

m n
π

δ
π

∞ ∞

=−∞ =−∞

−
= = − =

−∑ ∑  

שהצגנו " דגימת הלם"דרך אחרת להגיע לתוצאה שהוצגה ואף לגרעיני אינטרפולציה אחרים היא בעזרת 

  . קודם

  : ניתן לתאר את תהליך הדגימה והאינטרפולציה על ידי הדיאגרמה הבאה" דגימת הלם"בהנחת 

  

  

  

  

  

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2F F
p p

n k
x t x nT t nT X X k

T T
πδ ω ω

∞ ∞

=−∞ =−∞

⎛ ⎞= − ←⎯→ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑F
  

)כיוון שהאות  )px tניתן להזינו למסנן ,  הוא אות בזמן רציף( )rh tשתגובתו לאות זה היא  :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )r p r r
n

x t x t h t x nT h t nT
∞

=−∞
= ∗ = −∑  

( )rh tמשמש לכן כגרעין אינטרפולציה  .  

( )x t                             ( )px t  
( )rh t  

( )rx t  

( ) ( )T
n

p t t nTδ
∞

=−∞
= −∑  
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   :ם התדרבתחו

( ) ( ) ( )F F
r p rX X Hω ω ω=  

)אם האות , לכן )x t מוגבל סרט לתדר mω ותדר הדגימה 
2

s T
πω 2s מקיים = mω ω> הרי שניתן 

)לבחור  )rH ωרושה לשחזור מדויק שיתן את התוצאה הד :( ) ( )F F
rX Xω ω= .  

שתדר ) Ideal Low-Pass Filter(הדגמה לכך ניתנת בציור הבא בעזרת מסנן מעביר נמוכים אידיאלי 

m מקיים cωהקטעון שלו  c s mω ω ω ω< < −.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

Figure 8.5 – Exact recovery of a continuous-time signal from its samples using 

An ideal lowpass filter. 

  Oppenheim & Wilskyמתוך האיור 

- ωm                                    ωm                   ω 

- ωc                                  ωc                   ω 

 
1    

  
XP(ω) 

- ωs                    - ωm                                    ωm                         ωs                     ω 

1 
T    

   
ωs>2ωm 

 
T    

  
H (ω)

  
Ωm<ωc<(ωs-ωm)   

 
1    

  
Xr (ω) 

- ωm                                      ωm                  ω 
 

( )rH ω≡  

  
X (ω) 
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עבור 
2
s

c T
ω πω = ) נקבל = ) ( )sinc /rh t t T= ,שזו התוצאה הקודמת  

)   -  מתנובע ( )
2r

T
H t rec t

ω
ω

π
= ⋅ ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠
.(    

   :נקבל, ל" כלשהו בתחום הנcωעבור 

( ) ( )sin c
r

T

t
h t

tπ

ω
=  

  ולכן

( ) ( ) ( )( )
( )

sin c
r

n T

t nT
x t x nT

t nTπ

ω∞

=−∞

−
=

−∑  

  

  שחזור מעשי

) )או התגובה להלם של מסנן השחזור(גרעין האינטרפולציה  )rh t שהתקבל לעיל עבור שחזור אות מוגבל 

  . הן משום שמשכו אינסופי והן משום שאינו סיבתי;  מעשיאינו,  ללא שגיאה–סרט מדגימותיו 

  :  נותן את נוסחת האינטרפולציה הבאהסיבתישימוש במסנן אינטרפולציה 

( ) ( ) ( ) ( ), 1
N

r r
n

x t x nT h t nT NT t N T
=−∞

= − ≤ < +∑  

המפיק מתח ) D/A) Digital to Analog Converterבוד ספרתי מעשיות משתמשים בממיר יבמערכות ע

  :קבוע למקוטעין

( ) [ ] ( ), 1rx t x n nT t n T= ≤ < +  

  

  :  שהתגובה להלם שלו היאסיבתיומתאים לכן לשחזור עם מסנן שחזור 

1 , 0
0 ,zoh

t T
h

else
≤ <⎧

= ⎨
⎩

  

(Zero Order Hold) 
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  : ותגובת התדר שלו היא

( )

( )
0

/ 2

/ 2

1

sin / 2
/ 2

sinc
2

T j T
F j t
zoh

j T

j T

eH e dt
j

T
e

TT e

ω
ω

ω

ω

ω
ω

ω
ω

ω
π

−
−

−

−

−
= =

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

  

)ציורים המתארים את  )zohh t , להלןדוגמת שחזור ותגובת התדר מופיעים:   

  

  

  B. Poratמתוך ספרו של לעיל  האיורים
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

 רחוקה מהתגובה הרצויה של מסנן מעביר נמוכים אידיאלי והדבר אכן ZOHתגובת התדר של מסנן 

כדי להחליק את האות ביציאה מקובל להוסיף מסנן ). באות היציאה" מדרגות("מתבטא בתגובה הלא חלקה 

), התגובה הרצויה של מסנן זה. ZOH -לאחר ה) LPF(מעביר נמוכים  )FG ω ,אך , מופיעה בציור להלן

  .Tπ/ - גם היא אינה מעשית ונוהגים להשתמש במסנן מעביר נמוכים רגיל שתדר הקטעון שלו קרוב ל

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  :תי של אות אנלוגי נראית לפיכך כךמערכת טיפוסית לעיבוד ספר

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



הפקולטה להנדסת חשמל                         . ל. ט.  מ–כניון הט                           3-רז   פרק. ש, מלאך. ד  

 מבוא לעיבוד ספרתי של אותות

3 - 21 

 

 

  מעבר-דגימת אות בסרט   3.3

)- שהנח  )x t מקיים :  

( ) 1 20 , ,FX ω ω ω ω ω= ≤ ≥  

  

  

  

  

  

מובן שדגימה במרווח 
2

T π
ω

  ? הגזמה בדרישה כזו האם אין ,השאלה הינה.   תמנע קיפול>

  : נבדוק את המקרה המיוחד

( )2 2 1 ,Lω ω ω= −  

  : ונזכור,  שלם חיובי- Lכאשר 

( ) 1 2F F
p

k
X X k

T T
πω ω

∞

=−∞

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

  : נניח מרווח דגימה

2 1 2

LT π π
ω ω ω

= =
−

  

  :מקבלים

( ) ( )( )2 1
1 2F F

p
k

X X k
T

ω ω ω ω
∞

=−∞

= − −∑  

שמרווח דגימה ) ריםראה איו(קל להיווכח 
2 1

T π
ω ω

=
−

  ". קיפול" מספיק למניעת שגיאות 

-ω2     ω -ω1   ω1   ω2   

  
XF(ω) 
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

) בובמקרה הכללי  )2 2 1Lω ω ω≠ איור בעמוד ' ר ( ניתן להרחיב בצורה מלאכותית את פס המעבר,−

  :  כך ש)הבא

( )2 2 0 0 1,Lω ω ω ω ω= − ≤  

  רה זה לדגום במרווח ניתן במק

2 0 2

LT π π
ω ω ω

= =
−

  

  : ןל ניתן לחישוב כדלהLהמספר השלם .   אין שגיאות קיפול–ל "במרווח הדגימה הנ, שוב

2 2 2

2 0 2 1 2 1
L L

ω ω ω
ω ω ω ω ω ω

⎢ ⎥
= ≤ ⇒ = ⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  ניתן לדגום ללא שגיאות קיפול כאשר, אי לכך

2 0 2

LT π π
ω ω ω

= =
−

  

.השחזור האידיאלי מודגם באיור התחתון שבעמוד הבאומסנן 
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                                                                       ( ) 0 2,
0 ,IBF
TH

else
ω ω ωω

⎧⎪
⎨
⎪⎩

≤ ≤
=  

  

  

  B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור
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  )DFT(התמרת פורייה דיסקרטית .    4

  ההתמרה וההתמרה ההפכית   4.1

]ראינו שסידרה  ]x nאור על ידי התמרת פורייה י ניתנת לת( )fX θ:  

  

( ) [ ]

[ ] ( )

,

1 ,
2

f j n

n

f j n

X x n e

x n X e d n

θ

π
θ

π

θ θ

θ θ
π

∞
−

=−∞

+

−

⎧
= ∈⎪

⎪
⎨
⎪ = ∈⎪
⎩

∑

∫

\

Z
  

0:   נניח.  נגביל את עצמנו לאות בעל תחום קיום סופי על ציר הזמן 1n N≤ ≤ − .  

  :כלומר

( ) [ ]
1

0

N
f j n

n
X x n e θθ

−
−

=

=∑  

רציף ראינו שאותות בעלי תחום תמיכה סופי על ציר הזמן ניתנים -בהקשרה של אנליזת פורייה בזמן

  . ללא איבוד אינפורמציה, אור דיסקרטי בתחום התדרילת

  . בעלי אורך סופי) רותסד( אם תכונה זו נשמרת גם בהקשרם של אותות זמן בדיד נבחן

  

)נדגום את ציר התדר  )θ:  

[ ] 2 , 0 1k k k N
N
πθ = ≤ ≤ −  

  : ורייה הדיסקרטיתפ את התמרת ונגדיר

[ ] [ ]
1 2

0
, 0 1

N j knd N

n
X k x n e k N

π− −

=

= ≤ ≤ −∑  

      : סימון מקובל
2j N

NW e
π

≡  

  ,כלומר

[ ] [ ]{ } [ ]
1

0

N
d kn

N N
n

X k DFT x n x n W
−

−

=

= = ∑  
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  : ת הבאותשים לב לתכונו

1.          
2

01
j NN N

N NW e W
π

= = =  

הסדרה 
n
NWמחזורית ב - n במחזור N.  

2      .  

[ ]

1

0

0 , mod 0
, mod 0

mod

N
kn
N

n

k N
W

N k N

N k Nδ

−

=

≠⎧
= ⎨ =⎩
=

∑
  

  : הוכחה

N) k כפולה של kכאשר   .א mN= :(  

1

0

1kn mNn
N N

N
mNn
N

n

W W

W N
−

=

= =

=∑
 

 נגדיר , N איננו כפולה של kכאשר   .ב
k
Nq W=  

  ונזהה

1 1

0 0

1 1 1 1 0
1 1 1

N kNN N
kn n N
N k k

n n N N

q WW q
q W W

− −

= =

− − −
= = = = =

− − −∑ ∑  

[ ]
1

0
mod

N
kn

n
n

W N k Nδ
−

=

∴ =∑  
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  : דוגמא

[ ] ( )0 0

0

cos , 0 1
0
x n n n Nθ φ

θ π
= + ≤ ≤ −

< <
  

[ ] ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

0 0
0

1 12 20 00 0

0 0

0 0
0 0

2 20 0

cos

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2

1 1

N j knd N

n
N Njn k jn kj jN N

n n
j N j N
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j k j kN N

X k n e

e e e e

e ee e
e e

π

π πθ θφ φ
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φ φ

π πθ θ

θ φ
− −

=
− −− − +−

= =
−

−

− − +

= + =

= +

− −
= +

− −

∑

∑ ∑  

0        : המקרה הפרטי
2 m
N
πθ =.  

  : נזכור

( ) ( ) ( )

( )

1 1 12 20

0 0 0

mod

N N Njn k j m k n n m kN N
N

n n n
e e W

N m k N

π πθ

δ

− − −± ± ±

= = =
= =

= ±⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑ ∑
  

  :כלומר

[ ]

0

0

,
2

, ; 0,1,..., 1
2

0 ,

j

jd

N e k m

NX k e k N m k N

else

φ

φ

+

−

⎧ =⎪
⎪
⎪= = − = −⎨
⎪
⎪
⎪⎩
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  )IDFT( יתפכוההתמרה הה

  : ל ידיההתמרה ההופכית ניתנת ע

[ ] [ ]{ } [ ]
1

0

1 ; 0 1
N

d d kn
N N

k
x n IDFT X k X k W n N

N

−

=

= = ≤ ≤ −∑  

 

  : הוכחה

[ ] [ ]

[ ] ( )

( )

[ ]

1 1 1

0 0 0

1 1

0 0

mod

1 1

1

N N N
d kn km kn

N N N
k k m

N N
n m k

N
m k

N n m N

X k W x m W W
N N

x m W
N

x n
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− − −
−

= = =

− −
−

= =

−⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
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=

∑ ∑ ∑

∑ ∑
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  הערה

 

  

  

  

  

 

 

  Figure 4.4 Rearrangement of the DFT: (a) index k in original order; (b) index k  

  in a shifted order (shown for N=32). 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  : יחסים לאנומליה הבאההאיורים לעיל מתי

  . ו לונ איננו תואם את שהורגלkנה תתחום התדרים כפי שהוא מיוצג על ידי המש

)    : נזכור ) 2 , 0 1k k k N
N
πθ = ≤ ≤ −  

0התחום 
2
Nk ⎢ ⎥≤ ≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

0 תואם את  θ π≤ ≤ .  

1התחום 
2
N k N⎡ ⎤ ≤ ≤ −⎢ ⎥⎢ ⎥

2π תואם את  θ π≤ 0πלנטי לתחום והאקוי, > θ− ≤ < .  

  )N=23(ל " הנLP - בדוגמת אות ה

0 15k≤   " חיוביים" מייצג תדרים ≥

16 31k≤   " . שליליים"  מייצג תדרים ≥

  

  .b.4.4 כמתואר באיור DFT -הת  מציגה את תוצאmatlab -  בfftshift  פונקצית :לתשומת לב

|Xd[k]| 
(a) 

0                                                                      16                                                                    31         k

|Xd[k]| (b) 

16                                                                 31 0                                                                      15         k 
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  תכונות ההתמרה  4.2

  ת התדר ירזולוצי

  
  : שמרווח הדגימה בתחום התדר הינוראינו

2
N
πθ∆ =  

  :הינו" הפיסיקלי"מרווח דגימת התדר 

1
2 2

f
T NT

ω θ
π π

∆ ∆
∆ = = =  

של האות ) תחום התמיכה( מציין את תחום קיומו  NT -וח הדגימה בזמן ומכאן ש הינו מרוTכאשר 

  . על ציר הזמן

- ת התדר נקבעת על ידי תחום הקיום על ציר הזמן תואמת את עקרון אייהמסקנה שרזולוצי:  הערה

  . הודאות המובנה לניתוח פורייה

  

  אותות מחזוריים 

  

  .  לגבי אותות מחזורייםללא שינוי תקפה – סופי  התקפה לאותות בעלי תחום קיוםDFT -הגדרת ה

  

]אם , כלומר ]x n 0 הינו אות שתחום קיומו 1n N≤ ≤ ] - ו  − ]x nאזי, הרחבתו המחזורית�   

[ ]{ } [ ]{ }N NDFT x n DFT x n= �  

  : השחזור זהה גם הוא

[ ] [ ]
1

0

1 N
d kn

N
k

x n X k W n
N

−

=

= ∈∑� Z  
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  רוש מטריצייפ

מכאן שניתן לתאר את הקשר על .  N מייצג פעולה ליניארית המקשרת וקטורים במימד DFT - ה

N  מטריצהידי N× .  

  : נגדיר

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

0 , 1 , ..., 1

0 , 1 , ..., 1

N

d d d d
N

x x x x N

X X X X N

′⎡ ⎤= −⎣ ⎦
′⎡ ⎤= −⎣ ⎦

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0

10 1 2

2 10 2 4

21 2 1 10

N N N N
N

N N N N
N

N N N N N

N N N
N N N N

W W W W

W W W W

F W W W W

W W W W

− −− −

− −− −

− − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

…

"�
# #

"

 

  

  : שום על ידי ניתן לריDFT -אופרטור ה

d
NN NX F x= ⋅
�

  

NF
�

  .N מסדר DFT -  מטריצת ה-  

  

3Nצורה מפורשת עבור :  דוגמא =:  

( ) ( )
( ) ( )

3

1 1 1
1 11 1 3 1 3
2 2
1 11 1 3 1 3
2 2

F j j

j j

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
  

NFתכונות בולטות של 
�

:  

  . 1 = ותנו הראשעמודה של השורה וההאלמנטים .1

2. NF
�

 -מאחר ש,  סימטרית-  
kn nk
N NW W= . 
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3. 
1

NF
N �

 , דהיינו.   מטריצה יוניטרית

N N NF F NI′⋅ =
� � �

  

NIכאשר 
�

 ".הצמוד הקומפלקסי" את פעולת  וקו עילי מסמן מטריצת יחידה- 

   -תכונה זו נובעת ישירות מכך ש

( ) ( )

( )

1 1

,
0 0

mod

N N
k nkn n

N N N N Nk
n n

F F W W W

N k Nδ

− −
−−

= =

′ = = =

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑ AA
A

A
  

  : תכונת היוניטריות מבטיחה את קיומה של המטריצה ההפכית

1 1
NF F

N
− ′=
� �

  

  : ניתנת על ידי) IDFT(ההתמרה ההופכית , אי לכך

1 1d d
N N N Nx F X F X

N
− ′= ⋅ = ⋅
� �

  

  ). להלן" סיכום תכונות"ראה .  ( תכונות דומות לאלו של התמרת פורייהDFT -ל, שלא במפתיע
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DFT -תכונות   

  :לינאריות .1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ; ,d d dz n a x n b y n Z k aX k bY k a b= + ↔ = + ∈^ 

 :מחזוריות .2

[ ] [ ]d dX k X k N= +  

תוצאה ישירה של המחזוריות של (
k
NW( . 

 : הזזת זמן מחזורית .3

[ ] ( ) [ ] [ ]mod d km d
Ny n X n m N Y k W X k−= − ↔ =⎡ ⎤⎣ ⎦  

  :הוכחה

[ ] ( )

( )
P

( ) [ ]

1

0

1
( ) mod

0
1

0

mod

[ mod ]

N
d kn

N
n

n nN
k n m Nkm

N N
n
N

km kn km d
N N N

n

Y k x n m N W

W x n m N W

W x n W W X k

−
−

=
′ ′−

− −−

=
−

′− − −

′=

= − =⎡ ⎤⎣ ⎦

= −

′= =

∑

∑

∑


��
 

 

 :)אפנון(הזזת בתדר  .4

[ ] [ ] [ ] ( ) mod ;mn d d
Ny n W x n Y k X k m N m= ↔ = − ∈⎡ ⎤⎣ ⎦ Z  

  :הוכחה

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] ( )

( )

1 1

0 0
1

mod

0

mod

N N
n k md mn kn

N N N
n n

N
n k m N

N
n

d

Y k x n W W x n W

x n W

X k m N

− −
− −−

= =
−

− −⎡ ⎤⎣ ⎦

=

= =

= =

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑

∑ 

 :משפט פרסוול .5

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 1

0 0

1N N
d d

n k
x n y n X k Y k

N

− −

= =

=∑ ∑  

  )DFT - תכונה זו נובעת ישירות מאורתוגונליות ההצגה ואיננה ייחודית להתמרת פוריה או ל, כזכור(
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]לוץ ממשיות האות יא .6 ] [ ]( )x n x n= : 

( ) [ ]modd dX N k N X k− =⎡ ⎤⎣ ⎦  

)השווה עם :  הערה ) ( )F FX Xω ω= ) כאשר − ) ( )x t x t=.  

  :הוכחה

( ) [ ] ( )

[ ] [ ] [ ]

1
mod

0
1 1

0 0

mod
N

N k N nd
N

n
N N

kn kn
N N d

n n

X N k N x n W

x n W x n W X k

−
− −⎡ ⎤⎣ ⎦

=
− −

+ +

= =

− =⎡ ⎤⎣ ⎦

= = =

∑

∑ ∑
  

  

( ){ } [ ]{ }
( ){ } [ ]{ }

Re mod Re

Im mod Im

d d

d d

X N k N X k

X N k N X k

− =⎡ ⎤⎣ ⎦

− = −⎡ ⎤⎣ ⎦
  

  :אור גרפי להלןיראה ת

    N even (N=6)     N odd (N=5) 

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  ריפוד באפסים    4.3

  . נקודות דגימה שוות מרווחN  -  תוצאתו תגובת תדר ב– אלמנטים N   של סדרה בתDFT, גדרההלפי ה

הדרך להשיג זאת הינה על ידי .  קודות נN>M -מסיבות שונות עשוי לעלות הצורך בחישוב תגובת התדר ב

  : דהיינו הגדרת סדרת זמן מורחבת".  ד אפסיםריפו"

[ ] [ ] , 0 1
0 , 1a

x n n N
x n

N n M
⎧ ≤ ≤ −

=⎨
≤ ≤ −⎩

 

  : ניתן  לראות ש

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]( )

[ ]

1 1

0 0
1 2

0

2 0 1

M N
d kn kn
a a M M

n n
N j kn fM

n

X k x n W x n W

x n e X k

kk k M
M

π
θ

πθ

− −
− −

= =
− −

=

= =

= =

= ≤ ≤ −

∑ ∑

∑  

[ ]d
aX k  - אכן מהווה מודל דגום של ( )fX θבמרווח דגימה קבוע   :

2
M
πθ∆ = .  

  :אינטרפולציה בתחום התדר= ריפוד אפסים בתחום הזמן שהלן ראה דוגמא ל

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  ריפוד אפסים בתחום התדר

כאן יש .  ניתן לצפות שריפוד אפסים בתחום התדר יוביל לאינטרפולציה בתחום הזמן" דואליות"מתכונת ה

לנהוג במשנה זהירות על מנת לשמר את תכונות הסימטריה הנחוצות לשמירת ממשיות האות בתחום 

  . הזמן

  : נהיה ספציפיים ונניח

    1      .N - אי זוגי   

    2      .M LN=    )L Z   ) מקדם האינטרפולציה ∋+

  

  : הגדר את הסדרה המרופדת כדלהלן

[ ]

[ ]

[ ]

1, 0
2

1, 1
2

0 ,

d

d d
i

NLX k k

NX k LX k M N M k M

else

−⎧ ≤ ≤⎪
⎪

−⎪= − + − ≤ ≤ −⎨
⎪
⎪
⎪⎩

  

  :הערות

  .  תוספת האפסים הינה בתחום התדר הגבוה- שים לב .1

):   הסימטריה .2 ) [ ]modd d
i iX M k M X k− =⎡ ⎤⎣  .  אכן נשמרת⎦

  ). המצורף בהמשךB. Porat  בספרו של 4.8איור  דוגמה בראה(

  

  : ההתמרה ההופכית

  

[ ] [ ]
1

0

1 ; 0 1
M

d nk
i i M

k
x n X k W n M

M

−

=

= ≤ ≤ −∑  

   ,אי לכך

[ ] [ ] [ ]
( )

[ ] [ ] [ ] [ ]

1 / 2 1

10
2

1 1

0 0

1 1

1 , ;

N M
d nk d nk

i M M
Nk k M

N N
d mk

N
m m

x n X k W X k M N W
N N

x m h n m X k x m W
N

− −

−= = −

− −
−

= =

= + − + =

⎛ ⎞
⎡ ⎤= =⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
  

  

  

:בהצבת

1L

M N
=  
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  ,כאשר

[ ]
( )

( )

( )( ) ( ) ( )

( )
( )

1 / 2 1

0 1 / 2

1 / 2 1 / 2

,

1 1
1 1

sin /
sin /

N N
nk mk nM nk mk

M N M M N
k k N

N Nn m n m
M N M N

n m n m
M N M N

h n m W W W W W

W W W W
W W W W

n mL L
n mL M

π
π

− −
− − −

= = +

+ − −− −

− −

≡ +

− −
= +

− −

−⎡ ⎤⎣ ⎦=
−⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑

  

  

  : נוסחת האינטרפולציהמכאן 

[ ] [ ] ( )
( )

1

0

sin /1
sin /

N

i
m

n mL L
x n x m

N n mL M
π
π

−

=

−⎡ ⎤⎣ ⎦=
−⎡ ⎤⎣ ⎦

∑  

  

   :משפט הדגימה מהתוצאהדמיון עם הראה : הערה

( ) ( ) sinc
m

t mTx t x mT
T

∞

=−∞

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

  : נקודות הדגימה המקוריות נשארות ללא שינוי, בדומה למשפט הדגימה, כמו כן

[ ] [ ] ,ix pL x p p= ∈Z  

[ ] ( )
( ) ( )
( )

( )
( )

[ ] [ ]

sin /
,

sin /

sin
mod

sin

i

pL mL L
h pL m

pL mL NL

p m
N p m N

p m
N

x pL x p

π
π

π
δ

π

−⎡ ⎤⎣ ⎦= =
−⎡ ⎤⎣ ⎦
−⎡ ⎤⎣ ⎦= = −⎡ ⎤⎣ ⎦⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

∴ =
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  :הערות

  . שים לב לאופי התנודתי של ערכי האינטרפולציה .1

 . n = 0  לביןn = 24 מהווים ניסיון לאינטרפולציה בין n = 25, 26, 27 -י האות בערכ .2

 .ולציה מסוג זה איננה בשימוש נפוץעקב תכונות אלו אינטרפ
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   ולוציה מחזוריתבקונ 4.4

]נתונות הסדרות  ]x nו  - [ ]y n שווה סופיאורך  בעלי: N .  

  :נגדיר

[ ] ( )[ ] [ ] ( )
1

0
mod ; 0 1

N

m
z n x y n x m y n m N n N

−

=

⊗ = − ≤ ≤ −⎡ ⎤⎣ ⎦∑�  

  ): ומועילה לא פחות(הגדרה אלטרנטיבית 

[ ] [ ] [ ]
1

0
, 0 1

N

m
z n x m y n m n N

−

=

= − ≤ ≤ −∑ � �  

  :  בהתאמהy -  וx מציינים את ההרחבה המחזורית של �y - ו�xכאשר 

[ ] [ ] [ ]mod
k

x n x n m x n kN
∞

=−∞

= = −∑�  

]מאחר שבתחום הסכימה  ] [ ] : 0 1x m x m m N= ≤ ≤   . ל"ות הנר קל להשתכנע בזהות ההגד�−

  ).להלן(רוש מטריצי יולוציה המחזורית ניתנת גם לפבקונהפעולת 

  :נגדיר 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

0 , 1 , ..., 1

0 , 1 , ..., 1

x x x x N

z z z z N

′⎡ ⎤= −⎣ ⎦
′⎡ ⎤= −⎣ ⎦

  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 1 2 2 1
1 0 1 3 2

2 3 0 1
1 2 1 0

y y N y N y y
y y y N y y

y
y N y N y y N
y N y N y y

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

"
…

#
� "

"
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]סדרה  (zקטור וה ]z n (וגדרת על ידימה:  

z y x= ⋅
�

  

  . תולוציה המחזוריבזהה לקונ

y: הערה
�

circulant ."y"ל נקראת " בעלת המבנה הנ
�

כל שורה . ה על ידי שורה בודדת מוגדרת במלוא

  .ביחס לקודמהאחד מהווה הזזת צעד 

  

  : תכונות

  : ולוציה ליניארית נשמרות תכונות הקומוטטיביותבבדומה לקונ .1

x y y x⊗ = ⊗  

  : ציאטיביותווהאס

( ) ( )x y z x y z
x y z

⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗
 

2.      

[ ] { }[ ] [ ] [ ] [ ]d d dz n x y n Z k X k Y k= ⊗ ↔ =  

  :הוכחה  

[ ] [ ]

[ ] ( )

[ ] ( ) ( )

[ ] [ ] [ ] [ ]

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

mod

mod

N
d k

N

N N
k

N
m

N N
m k mk

N N
m

N
d mk d d

N
m

Y kd

Z k z W

W x m y m N

x m y m N W W

Y k x m W Y k X k

−
−

=

− −
−

= =

− −
− − −

= =

⎡ ⎤
⎣ ⎦

−
−

=

=

⎡ ⎤
= − =⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
⎡ ⎤

= −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

= =

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

A

A

A

A

A

A

� A

A

A
������	�����
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 : בצורה דומה ניתן להוכיח .3

[ ] [ ] [ ] [ ] { }[ ]1d d dz n x n y n Z k X Y k
N

= ↔ = ⊗  

  

  :)B. Porat בספרו של 4.6מספר   (דוגמא

]                :הנח ] [ ] [ ] [ ]2,3, 1,5 , 1,4, 2, 3x n y n= − = − −  

[ ] [ ]{ } [ ]
[ ] [ ]{ } [ ]

4

4

9,3 2, 7,3 2

0,3 7, 2,3 7

d

d

X k DFT x n j j

Y k DFT y n j j

= = + − −

= = − − +
  

  : ניתן לחשב

[ ]

[ ]

0 1 3 2 4 2 15
4 1 3 2 3 4
2 4 1 3 1 8
3 2 4 1 5 11

z

z n

⎡ ⎤ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

#
 

  :לופיןילח

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]{ } [ ]

0,23 15,14,23 15

15,4, 8, 11

d d d

d

Z k X k Y k j j

z n IDFT Z k

= = − +

= = − −
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  ולוציה מחזורית ב קונבאמצעותולוציה ליניארית בחישוב קונ

  

  : נתונות הסדרות

[ ]
[ ]

1

2

, 0 1

, 0 1

x n n N

y n n N

≤ ≤ −

≤ ≤ −
  

  ולוציה הליניארית בהקונרצוננו לבצע את פעולת בו

[ ] [ ] [ ]
2

1

m

m m
z n x m y n m

=

= −∑  

  :ל מוגבלות לתחום"מאחר שתרומות לסכום הנ

10 1m N≤ ≤ −  

20        -ו             1n m N≤ − ≤ −  

  : קל להראות ש

{ } { }1 2 2 1max 0, 1 ; min , 1m n N m n N= + − = −  

]נרפד את  ]x nו  - [ ]y n 1 באפסים שישלימו סדרות אלו לאורך זהה 2 1N N N= + − .  

] -נסמן סדרות אלו ב ]ax nו  - [ ]ay nולוציה הליניארית לעיל ניתנת לרישוםב הקונ. בהתאמה :  

[ ] [ ] [ ]
0

, 0 1
n

a a
m

z n x m y n m n N
=

= − ≤ ≤ −∑  

  : ולוציה המחזוריתבנחשב את הקונ

[ ] { }[ ] [ ] ( ) ( )

[ ] [ ] [ ] [ ]

1

0
1

0 1

mod 0
N

a a a a a
m

n N

a a a a
m m n

z n x y n x m y n m N n N

x m y n m x m y n m N

−

=

−

= = +

= ⊗ = − ≤ <⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + − +

∑

∑ ∑
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] -שמאחר  ]ax mו - [ ]ay n m N−   :  אינם מתאפסים בתחומים+

10 1m N≤ ≤ −  

20                    -ו         1n m N N≤ − + ≤ −  

  או  

( )2 1 1 21 ; 1n N N N n m N n n N N+ − + = + ≤ ≤ + = + −  

)האבר השני , אי לכך.  שוויונות  מהווה קבוצה ריקה- קל לראות שחיתוך האי, בהתאמה )
1

1

N

m n

−

= +

⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 

  . תיתמתאפס זהו

  :מכאן נובע

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

0

2

1

n

a a a
m

m

m m

z n z n x m y n m

x m y n m

=

=

= = − =

= −

∑

∑
  

ולוציה בולוציה ליניארית בין שתי סדרות בעלות אורך סופי על ידי חישוב הקונבניתן לחשב קונ:  מסקנה

  . המחזורית של הסדרות מרופדות האפסים המתאימות

 כאופציה ,בתנאים מסוימים,  תתבררDFT -ית היולוציה המחזורית דרך אופצבחישוב הקונ: הערה

  . חישובית יעילה במיוחד

  :)B. Porat בספרו של 4.8 (דוגמא

  :נתונות הסדרות 

[ ] { } [ ] { }
[ ] { } [ ] { }
[ ] { }
[ ] { }
[ ] [ ] [ ] { }
[ ] { } { }

2,3 , 1, 4,5

2,3,0,0 , 1, 4,5,0

5,2 3, 1,2 3

2, 4 4,10, 4 4

10,4 20, 10,4 20

2, 5, 2,15

a a

d
a

d
a

d d d
a a a

d
a a

x n y n

x n y n

X k j j

Y k j j

Z k X k Y k j j

z n IDFT X

= = −

= = −

= − − +

= − + − +

= = + − −

= = − −

     

  .תוצאה זהה מושגת על ידי חישוב ישיר
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DFTשל פונקציות מחזוריות ודגומות   

)הנח  )x t0זור בעלת מח,  מחזוריתT . טור פורייהניתן להציגה על ידי:   

( ) [ ] 0
0

0

2,jm ts

m
x t X m e

T
ω πω

∞

=−∞

= =∑  

)נדגום את  )x t במרווח דגימה   

0 /T T N=  

  מכאן 

[ ] ( ) [ ]
2

, 0 1
j mns N

m
x n x nT X m e n N

π∞

=−∞

= = ≤ ≤ −∑  

  : רשום

, 0 1 ,m k N k N= + ≤ ≤ − − ∞ < <∞A A  

[ ] [ ]

[ ]

21

0

1

0

1

N j k ns N

k

N
s nk

N
k

dX k

x n X k N e

N X k N W
N

π− ∞

= =−∞

− ∞

= =−∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

= + =

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
A

A

A

A
����	���


  

  מקבלים 

[ ] [ ]d sX k N X k N
∞

=−∞

= +∑
A

A  

  . חוזרת על עצמה) aliasing" (קיפול"תופעת שגיאות ה
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] לא ניתן לשחזר את ,כללית ]sX k מתוך [ ]dX k  . אולם כאשר[ ]x nדהיינו,  חסום סרט:  

[ ] 0 ,sX m m M= >  

  וספציפית ,  מספיק גדולNעבור , אזי

2 1N M≥ +  

  : נקבל

[ ] [ ]
[ ]

,0
, 1

d
s

s
NX k k M

X k
NX k N N M k N

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
− − ≤ ≤ −⎪⎩

  

] מקדמי פורייה מתוך 2M+1לשחזר , במקרה זה, ניתן ]dX k  -ללא שגיאה  .  
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  )FFT(פורייה מהירה -התמרת .5

 T-C(Tukey -oleyCo(  אלגוריתם  5.1
  

 והמאפשר חישוב יעיל במיוחד של התמרת פורייה 1965 - בCooley & Tukeyהאלגוריתם שהוצע על ידי 

  .  היווה פריצת דרך עקרונית בשטח עיבוד אותות כמו בשטחים אחרים–הדיסקרטית 

  : DFT -נתחיל בנוסחת ה.  מתקבל בצורה הבאה) Cooley-Tukey)C-T   פרוק

[ ] [ ]
1

0
, 0 1

N
d nk

N
n

X k x n W k N
−

−

=

= ≤ ≤ −∑  

0נתייחס לתחום  1n N≤ ≤   , דהיינו.   כל אחתP יחידות בעלות אורך Q -  כמורכב מ−

; , 0 1 , 0 1N P Q n Pq p q Q p P= ⋅ = + ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

0באופן דומה התחום  1k N≤ ≤   , כלומר.  Q  יחידות בעלות אורך זההP - ניתן להתייחסות כמורכב מ−

, 0 1 , 0 1k Qs r s P r Q= + ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

  : להלן5.1הפרוק מתואר סכמטית באיור 

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  T-Cאלגוריתם 

  :ניתנת לרישום בצורה nkהמכפלה 

( )( )nk= Qs+r Pq+p = Nsq +Qsp+Prq+rp  

  , ומכאן

Pr

1

nk Nsq Qsp q rp
N N N N NW W W W W− − − − −=  

)מהשוויונות  )QP N=:  

1 , ,N Q P
N P N QNW W W W W= = =  

  נובע

sp rq rpnk
N P NQW W W W− − −− =  

  :  מובילה לביטויDFT -הצבה בנוסחת ה

[ ] [ ]

[ ]

11

0 0

11

0 0

QP
d sp rq rp

p P NQ
p qk

QP
rp rq sp

pN PQ
p q

X Qs r x q W W W

W x q W W

−−
− − −

= =

−−
− − −

= =

+ =

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑

∑ ∑
  

  

  כאשר

[ ] [ ] , 0 1 , 0 1p

n

x q x Pq p q Q p P+ ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

]הסדרה  ]px qת מאחד מתוך כלי הנבנ  P אלמנטים של [ ]x n  -נקראת הסדרה המדוללת  ) decimated 

sequence  .(נגדיר:  

[ ] [ ]{ } [ ]
1

0

Q
d rq
p p p QQ q

X r DFT x q x q W
−

−

=
= = ∑  

]         ומכאן  ] [ ]

[ ]

11

0 0

QP
d rp rq sp

pN PQ
p q

dX rp

X Qs r W x q W W
−−

− − −

= =

⎡ ⎤
+ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  
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  הגדר

[ ] [ ] , 0 1rp d
r pNy p W X r p P−= ≤ ≤ −  

  מתקבל היחס

[ ] [ ] [ ]{ }
1

0

P
spd

r P rP
p

X Qs r y p W DFT y p
−

−

=
+ = =∑  

  .C-Tהמהוה את עיקרו של פרוק 

  

  : יתםנסכם את האלגור

]מתוך  .1 ]x n , יוצריםP סדרות מדוללות ( )pX q ומחשבים ( ) [ ]{ }d
p p

Q
X r DFT x q=   

0  -  ו 1 , 0 1r Q p P≤ ≤ − ≤ ≤ − .  

הכפל במספר המרוכב  .2
rp

NW −
 :  וקבל

[ ] [ ]rp d
r pNy p W X r−= 

 : שב חr  עבור כל .3

[ ] [ ]{ } [ ]
1

0

0 1 , 0 1

P
d sp

r r PP p
X Qs r DFT y p y p W

r Q s P

−
−

=
+ = =

≤ ≤ − ≤ ≤ −

∑
  

 . )N=PQ=6   (  Q=2 ,P=3ק עבור ו ממחיש את מהות הפר)5-6' עמ ( להלן5.2איור 
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  : יתרון חישוב כדלהלןC-Tלצעד הבסיסי בפירוק 

 ישיר הינו DFTשל מימוש ) הקומפלכסיםנמדד במקרה זה על ידי מספר הכפלים (בעוד סיבוכיות החישוב 

2N , הינו1-3סיבוכיות שלבים  :  

   - 1שלב   
2PQ  

Q            -   2שלב    P  

   - 3שלב   
2Q P  

  

  : היתרון היחסי של הפירוק המוצע

2 2

2

2 2

1 1 1 PQ PQ P Q
P N QN

P Q

+ +
= + +

  

  ).  מספיק גדולNעבור (כפי שנראה בהמשך  פישוט משמעותי )ומקיים(מבטיח 

  

  :הערות

3כמו    ,  קטןNעבור  .1 2 6N = ⋅ :  לא מתקבל יתרון=
1 1 1 1
3 6 2
+ + = .  

10עבור , למשל.   גדול יש יתרון בצעד הבסיסיNעבור  .2 10 100N = ⋅ = :

1 1 1 1
10 10 100 5

+ + .  

2rNעבור (ניתן לחסוך עוד יותר ,  הלאהNכשאפשר לפרק כל מרכיב של  .3 ניתן לבצע , =

2logr N=פרוקים  .( 
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  אור מטריציית

  ראינו .  אור מטריציית לת ניתנDFTפעולת 

[ ] [ ]
1

0

N
d d kn
N N N N

n
X F X X k x n W

−
−

=

= ↔ = ∑  

  נקבל.   ניתן לתאור דומהC-Tפרוק 

[ ] [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

1

, ,1
0

,2 ,,

1

,3 ,
0

Q
d d rq
P Q N P PN Qj

q

d rp d
N P Q r PNP Q

P
d d sp
N N r PP Q

p

X G x X r x q W

y G X y p W X r

X G y X Qs r y p W

−
−

=

−

−
−

=

= ⋅ ↔ =

= ⋅ ↔ =

= ⋅ ↔ + =

∑

∑

  

  , כלומר

,3 ,2 ,1

,3 ,2 ,1

d
N N N N N

N N N N

X G G G x
F G G G

= ⋅ ⋅ ⋅

∴ = ⋅ ⋅
  

  כאשר

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

, 0 0 0 1 1

1 1 1

0 0 0 1 1,

1 1 1

0 , 1 , ..., 1

0 , 1 ,..., 1 , 0 , ..., 1 , ...

..., 0 , 1 ,..., 1

0 , 1 , ..., 1 , 0 , ..., 1 ,...

..., 0 , 1 , ..., 1

0 , 1 , ..., 1

N

d d d d d d
P Q

d d d
P P P

P Q

Q Q Q

d d d d
N

x x x x n

X X X X Q X X Q

X X X Q

y y y y P y y P

y y y P

X X X X N

− − −

− − −

′⎡ ⎤= −⎣ ⎦
⎡= − −⎣

′⎤− ⎦
⎡= − −⎣

′⎤− ⎦

⎡ ⎤= −⎣ ⎦
′

  

  

3,רבול לא נרשום את צורתן הכללית של למניעת ס ,2 ,1, ,N N NG G G .  
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3: עבור(להלן דוגמא מפורשת  , 2P Q=    :(B. Porat) הלקוחה מספר הלימוד) −

 

Example 5.1 Let us continue to explore the details of Cooley-Tukey decomposition for 

6, 3, 2N P Q= = = . For convenience, we express the DFT operations as matrix-vector 

multiplications.  Using the definition (5.9) of the sequence [ ]d
pX r  and the block diagram 

shown in Figure 5.2, we see that 

 

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0 0
0 2 2

0 1
0 2 2

0 0
1 2 2

0 1
1 2 2

0 0
2 2 2

0 1
2 2 2

00 0 0 0 0

11 0 0 0 0

20 0 0 0 0

31 0 0 0 0

40 0 0 0 0

51 0 0 0 0

d

d

d

d

d

d

xX W W

xX W W

xX W W

xX W W

xX W W

xX W W

−

−

−

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

  (5.13) 

 

The operation of multiplication by the twiddle factors can be described by 

 

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0
0 6

0
0 6

0
0 6

0
1 6

1
1 6

2
1 6

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0

y W

y W

y W

y W

y W

y W

−

−

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0

0

1

1

2

2

0

1

0

1

0

1

d

d

d

d

d

d

X

X

X

X

X

X

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

        (5.14) 

 

 

 

  

  

6,1G  

6,2G  
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Finally, 

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0 0 0
03 3 3

0 0 0
03 3 3

0 1 2
03 3 3

0 1 2
13 3 3

0 2 4
13 3 3

0 2 4
13 3 3

00 0 0 0
11 0 0 0
22 0 0 0
03 0 0 0
14 0 0 0
25 0 0 0

d

d

d

d

d

d

yX W W W
yX W W W
yX W W W
yX W W W
yX W W W
yX W W W

− −

− −

− −

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  (5.15) 

 

  B. Porat) מתוך ספרו של הדוגמה(

 

6,3G  
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   Radix-2 , דילול בזמן  5.2

        : המקרה הפרטי הנח
12 , 2 , 2

2
r rNQ P N−= = = =  

( ) ( )
[ ] [ ] [ ] [ ]0 1

2
2 , 2 1

px q x q p
x q x q x q x q

⎧ +
⎨ = = +⎩

  

0 , 2 ; 0 1
2
Nq n q p p≤ < = + ≤ ≤  

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1
2

0 ,

/ 2 1 / 2 1
2 12

0 1
0 0

/ 2 1 / 2 1

0 1
2 20 0

0 1

2
N

k q pd kn
N N

n p q

N N
k qkq

N N
q q

N N
kq k kq

NN N
q q

d dX k X k

X k x n W x q p W

x q W x q W

x q W W x q W

−
− +−

=

− −
− +−

= =

− −
− − −

= =

= = +

= +

= +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

[ ] [ ] [ ]0 1 , 0 1
2

d d k d
N

NX k X k W X k k−= + ≤ ≤ − 

] - ש היכן ]0
dX kו  - [ ]1

dX k  - 2מחזור  מחזוריות עם/N.  

/ - בזכות המחזוריות ב 2N מקבלים  :  

2
0 12 2 2

Nk
d d d

N

kWN

N N NX k X k W X k
⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

[ ] [ ]0 1 , 0 1
2 2

d d k d
N

N NX k X k W X k k−⎡ ⎤+ = − ≤ ≤ −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

 

A 

B 
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 מסדר DFT על ידי צמד חישובי N מסדר DFT מאפשרות חישוב B -ו Aת ומשווא
2
N

 בתופסת פעולת 

  . סכום ומכפלה

1rניתן לחזור על התהליך    .  פעמיים−

  

  , קבלנו

[ ]
[ ] [ ]0 1 , 0 1

2
2

d

d k d
Nd

X k
NX k W X k kNX k

−

⎫
⎪ = ± ≤ ≤ −⎬⎡ ⎤+ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

  

  

  :הבאה" דיאגרמת הפרפר"יסי על ידי ניתן לסכם את הצעד הבס

  

  

  

  

  

  

 

 

 דרושים DFT - לחישוב ישיר של ה
2Nם ו כפלים קומפלכסי- ( )1N N   .  חיבורים קומפלכסים−

  . הכפלים הקומפלכסיםתיוצג סיבוכיות החישוב על ידי מספר , למען הפשטות, להלן

  ל דורש"הנ" פרפר"מימוש ה

2 2 2

2 2 2 2 2
N N N N N⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  . כפלים

2logrניתן לחזור על ההליך  N=פעמיים  .  

]הסדרות  ]0
dX kו  - [ ]1

dX kעל ידי סדרות שאורכן " פרפר" לחישוב ות ניתנ
4
N

  .  וכך הלאה,

+ 

+ 

[ ]0
dX k 1 

-1 

1 

1 

[ ]1
dX k

1 

k
NW −  

[ ]dX k

2
d NX k⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

 

0 1
2
Nk≤ ≤ −  
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  . ניתן לחשב כדלהלן) מספר הכפלים המרוכבים(בוכיות ההליך יאת ס

) - נסמן ב )P N את מספר פעולת הכפל הנחוצים למימוש FFT 2 לסדרה באורךr N=.  

)הצעד הבסיסי מייחס את  )P Nל - 
2
NP⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 :  

( ) 2
2 2
N NP N P⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  או

( ) ( )1 12 2 2 , 0r r rP P r r− −= + ≥  

עם תנאי התחלה ) zניתן לפתרה באופן שיטתי על ידי שימוש בהתמרת ש(ל הינה משוואת הפרש "הנ

( )1 0P = .  

   - ש, על ידי הצבה ישירה, קל להראות

( ) 2
1 log
2

P N N N=  

  . ל"אכן מהווה פתרון למשוואת ההפרש הנ

  . דיון מפורט מצוי בספר הלימוד: הערה

1024Nעבור : דוגמא =:  

( )
( )

2

22

1 log 1024 5 12
2001024

N N

N
⋅

≈ ≈  

  :הערות

  . מספר פעולות החיבור גם הוא יורד בשיעור דומה .1

 . )במקרה הכללי( 4 גדול פי הכפלים הממשייםמספר  .2
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2-Radix  :דוגמא  

גרמת כמתואר בדיא,  של סידרה בת שני אלמנטיםDFT הינה FFT Radix-2הפעולה הבסיסית של 

  : הבאה" פרפר"ה

  

  

  

  

: במקרה, בפרוט מה, נתבונן
38 2N = = ,2P =  ,4Q  בספר 5.5(ההליך מסוכם באיור הבא . =

  ). הלימוד

  

 כאשר התוצאה למרות שהסדר החישובי הינו משמאל לימין נח יותר לפרש את האיור מימין לשמאל: הערה

[ ]( )dX k7,...,0,1,2  :  מסודרת בסדר הטבעיk =.  

+ 

+ 

x[0] 
 
 
 
 
 
x[1] 

1 Xd[0]= x[0]+ x[1] 
 
 
 
 
 
Xd[1] = x[0]- x[1] -1 

1 

1 
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  . יש לשים לב לעובדה שאות הכניסה אינו מופיע בסדר הטבעי

  : חוק הפרמוטציה הינו כדלהלן

  . רה ואת האברים האי זוגיים לסופהזים באופן רקורסיבי את האברים הזוגיים לתחילת הסדימז
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0 0 0 0
1 1 2 4
2 2 4 2
3 3 6 6
4 0 1 1
5 1 3 5
6 2 5 3
7 3 7 7

′
′
′
′

→ →
′
′
′

 

  

  : ל אקויולנטי להליך הבא"ניתן להראות שחוק הפרמוטציה הנ

0רשום את .      1 1n N≤ ≤ 2logr כמספר בינארי בעל − N=ספרות :

  ( ) 1 2 1 02 ...r rn n n n n− −=  

           - ל ) bit-reversal(      החלף סדר .2

  ( ) 0 1 2 12 ... r rn n n n n− −=  

3rל "בדוגמא הנ =.  

n ( )2n ( )2n n

0 000 000 0 
4 100 001 1 
2 010 010 2 
6 110 011 3 
1 001 100 4 
5 101 101 5 
3 011 110 6 
7 111 111 7 
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  אנליזה ספקטרלית מעשית  .  6

  )שימוש בפונקציות חלון(                 

  

.  הוא מתמשך ואופיו משתנה עם הזמן, מבחינה ספקטרלית, במקרים מעשיים רבים האות שמבקשים לנתח

 DFTדגימת האות ובצוע .  'אות דבור וכד, שהוליצירה מוסיקלית המנוגנת על ידי כלי נגינה כ, למשל

זאת . אלא גם לא רצוי, )מבחינת סיבוכיות החישוב(לא רק שאינו מעשי , של האות כולו) FFT באמצעות(

למשל כמה (מרכיבי התדר של האות כקבועים רק על פני משכי זמן קצרים יחסית ניתן לראות את מכיוון ש

  ).  בדוגמאות לעילmsecעשרות 

תוח קטע ינ). או בחפיפה מסוימת(ר זה בזה אח,  של קטעים קצרים של האותDFTמבצעים לפיכך אנליזת 

  :  כמוסבר להלן, על האות המתקבלDFT - ובצוע הבחלון מלבניקצר של האות שקול להכפלת האות 

  

  )Rectangular Window  (חלון מלבני.   6.1

]יהיה  ]y n ות אותו נגדיר על נתבונן בקטע קצר של הא).  שמשכו יכול להיות גם אינסופי( אות מתמשך

]ידי  ]x n:  

[ ] [ ] , 0 1
0 ,

y n n N
x n

else
⎧ ≤ ≤ −
⎨
⎩

  

]פעולה שקולה לקבלת  ]x n היא להכפיל את [ ]y nשבמקרה זה הוא חלון מלבני,  בפונקצית חלון :  

[ ] [ ] [ ]rx n y n w n=  

  , כאשר

[ ] 1 , 0 1
0 ,r

n N
w n

else
≤ ≤ −⎧

⎨
⎩

  

, ה של האות המתקבלוריי מהי השפעת ההכפלה בחלון המלבני על התמרת פ,השאלה המתבקשת היא

  . בהשוואה להתמרת האות המקורי

  : נדגים זאת עבור האות הבא

[ ] , 0
; 1

0 ,

na n
y n a

else
⎧ ≥

= <⎨
⎩

  

  : יה של האותיהתמרת פור

( ) ( )
0 0

1
1

nf n jn j
j

n n
Y a e ae

ae
θ θ

θθ
∞ ∞

− −
−

= =

= = =
−∑ ∑  
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  :  הכפלתו בחלון מלבנייה של האות לאחרירוהתמרת פ

( )
1

0

1
1

N j NN
f n jn

j
n

a eX a e
ae

θ
θ

θθ
−−

−
−

=

−
= =

−∑  

16Nעבור , מוצגת בציור הבא, )בערך מוחלט(השוואה בין שתי ההתמרות  = ,0.9a = .  

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

)את הקשר בין שתי ההתמרות  )fY θ  ו- ( )fX θ) אפשר להציג בעזרת התכונה ) במקרה הכללי

  , כלומר.  היא קונבולוציה של ההתמרות המתאימות) סדרות(י אותות נשהתמרת הכפל של ש

( ) { } ( )1
2

f f f
rX Y Wθ θ

π
= ∗  

                ,כאשר

( )

( )
( )

( )

1

0

0.5 1

1
1

sin 0.5
sin 0.5

j NN
f j n

r j
n

j N

eW e
e

N
e

θ
θ

θ

θ

θ

θ
θ

−−
−

−
=

− −

−
= =

−

=

∑
 

  :tDirichleגרעין מגדירים פונקציה הקרויה 

( ) ( )
( )

sin / 2
,

sin / 2
N

D N
θ

θ
θ

  

  , ומכאן

( ) ( ) ( )1 / 2, j Nf
rW D N e θθ θ − −=  

( )fY θ) האות המקורי(  

( )fX θ) לאחר הכפלת האות בחלון מלבני( 
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)הפונקציה  ),D Nθ) N  -40מתוארת בציור הבא עבור )  פרמטרN =.  

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

)  N,θ(D(התכונות העיקריות של  )π θ π− ≤ ≤                                            

0θ -ערך מכסימלי ב.      1 =;  ( )0,D N N=  

 -אפסי הפונקציה ב.      2
21, 2,... ,m m
N
πθ= ± ± =.  

):      main lobe  (האונה הראשיתרוחב .      3
2 42
N N
π π

× = .  

רוב יהוא בק) side lobes (אונות הצדשל ) בערך מוחלט(הערך המכסימלי  .4
2
3
N
π

בתדרים  (
3
N
π

±.(  

א והיחס בין הערך המכסימלי של אונות הצד לערך המכסימלי של האונה הראשית ה, לכן
2

3π
  ,

10, ומרכל
220log 13.5

3
dB

π
⎛ ⎞ ≅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  

) - מכיוון ש ),D Nθאם כי שואפת אליה כאשר (דלתה בתדר '  אינה פN קונבולוציה שההרי , )∞→

)של  )fY θ עם ( ),D Nθגורמת לכך ש  - ( )fX θ היא גרסה מעוותת של ( )fY θ  . העיוות מושפע

  :על ידי שני הגורמים  הבאים
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) -  הקונבולוציה בין האונה הראשית ל:רוחב האונה הראשית  )fY θהתמרת האות " מריחת" גורמת ל

]-אם ל, כך למשל. אבדן רזולוציהשמשמעותה  ]y nלאחר (הרי שבתחום התדר נקבל ,  יש מרכיב מחזורי

, מרכיב שרחבו כרוחב האונה הראשית) ההכפלה בחלון המלבני
4
N
π

 - ל םא, יתרה מזאת. דלתה' מקום פ ב

[ ]y n יש שני מרכיבים מחזוריים בעלי תדרים הקרובים יותר מאשר 
2
N
π

) -הרי שב,   )fX θ יתכן 

  . ונבחין רק במרכיב יחיד

דבר שיכול לגרום , מתדר אחד למשנהו" זליגת אנרגיה" אונות הצד גורמות ל:רמת אונות הצד  .א

ות סוך כזה יקרה אם ניחות אונימ.  עקב אות חזק בהרבה בתדר סמוך,למיסוך אות חלש בתדר נתון

שהיא גדולה ) במיקום של האות החלש(כך שהאות החזק תורם אנרגיה , הצד אינו גדול מספיק

 . מאנרגית האות החלש

  

  

  

  

 

על מנת למתן את ההשפעה השלילית של אונות הצד הגבוהות של החלון המלבני נוהגים לבחור 

רוב טוב ככל יון הן קברור מהדיון לעיל שהדרישות הרצויות מפונקצית חל.  פונקציות חלון אחרות

  : כלומר, האפשר לפונקצית דלתה בתדר

  "). מריחה"להקטנת ה(אונה ראשית צרה ככל האפשר  .1

 "). זליגה"להקטנת ה(אונות צד נמוכות ככל האפשר  .2

כן קיים יחס גומלין בין שני ).  סופיN(קיים אילוץ על משך החלון : בעיה שיש להתייחס אליה

בדרך כלל מקבלים שהצרת האונה הראשית גוררת אחריה .  כפי שנראה בהמשך,ל"גורמים הנה

ביחס (של אונות הצד בלבד  13.5dBניחות של , ב השימושיםובר. ולהפך, עליה ברמת אונות הצד

איננו מספק ומוכנים להרחיב את האונה הראשית בתמורה להגדלת ניחות אונות ) לאונה הראשית

  . הצד

   )  Nעבור אותו , חלון המלבני יש את האונה הראשית הצרה ביותר ל:הערה(

 :נציג כעת מספר חלונות שכיחים

0                 θ1        θ2                            π     θ 

Yf(θ1) D(θ-θ1,N) 

Yf(θ2) 

∫ ∫
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  פונקציות חלון אחרות.      6.2

  )Bartlettקרוי  גם חלון ( Triangular Window – חלון משולש .1

התמרתו רבוע התמרת החלון  להשתמש בחלון שBartlettבמטרה להקטין את אונות הצד הציע 

  .27dBכך שיתקבל נחות אונות צד של , המלבני

 נבצע Nמכיוון שכפל ההתמרות שקול לקונבולוציה בתחום הזמן הרי שלקבלת חלון באורך 

קונבולוציה בין שני חלונות מלבניים באורך 
1

2
N +

  : ונקבל)  אי זוגיN - בהנחה ש( כל אחד 

[ ] { }[ ]2
1
2 1

1 , 0 1
1

t r rw n w w n
N

n N
n N

N

= ∗ =
+

− +
= − ≤ < −

+

  

  ): הגרעין' פ(שהתמרתו  

( ) ( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )

1 / 22

2
1 / 2

2

2 , 1 / 2
1

2sin 1 / 4
1 sin / 2

j Nf
t

j N

W D N e
N

N
e

N

θ

θ

θ θ

θ
θ

− −

− −

= +
+

+
=

+

  

  :הערות

/ זוגי החלון מתקבל על ידי קונבולוציה של חלון מלבני באורך Nעבור  )1( 2Nי  עם חלון מלבנ

1באורך 
2
N
  : התמרת החלון.  +

( ) ( ) ( )1 / 22 , / 2 , 1
1 2

j Nf
t

NW D N D e
N

θθ θ θ − −⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
  

 

)רוחב האונה הראשית של החלון המשולש הוא  )2( )8 / 1Nπ + . 

  

  . החלון המשולש והתמרותיהם נתונים בציור שבעמוד הבא, אורי החלון המלבניית



הפקולטה להנדסת חשמל                         . ל. ט.  מ–הטכניון                            6 -רז   פרק. ש, מלאך. ד  

 מבוא לעיבוד ספרתי של אותות

6 - 6 

  

  

 

  B. Poratמתוך ספרו של לעיל  יםהאיור

  

-13.5dB 

-27dB 
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 Hannחלון  .2

ששניים , Dirichletהקטנת רמת אונות הצד מתקבלת כאן בעזרת סופרפוזיציה של שלושה גרעיני 

 - מהם מוזזים בתדר ב
2

1N
π

±
−

  : כמודגם בציור הבא,  כך שמתקבל ביטול חלקי של אונות הצד

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  : מתקבל כך.  0.25 -  והשניים המוזזים ב0.5ורם הגרעין המרכזי מוכפל בג

( ) ( )

( )

( )

0.5 1

20.5 , 0.25 ,
1

20.25 ,
1

2 20.5 0.25 0.25
1 1

f
hn

j N

f f f
r r r

W D N D N
N

D N e
N

W W W
N N

θ

πθ θ θ

πθ

π πθ θ θ

− −

⎡ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎢ −⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎥−⎝ ⎠⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  : נקבל את פונקצית החלון הבאה) 2פרק ' ר(ה ימתכונת ההזזה בתדר של התמרת פורי

[ ]
2 2

1 10.5 0.25 0.25

20.5 1 cos , 0 1
1

n nj j
N N

hnw n e e

n n N
N

π π

π

−
− −= − −

⎡ ⎤⎛ ⎞= − ≤ ≤ −⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎣ ⎦

  

41Nעבור , נתונים בציור הבא) בערך מוחלט( והתמרתו Hannחלון  = .  
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  :הערות

  ). ביחס לאונה הראשית (−32dBרמת אונות הצד היא  .1

8חב האונה הראשית ור .2 / Nπ . 

] -כיוון ש ] [ ]0 1 0hn hnw w N= −  Modified Hann: - נוהגים לעיתים להשתמש ב, =

[ ] ( ) ( ){ }0.5 1 cos 2 1 / 1 , 0 1hnw n n N n Nπ′ = − + + ≤ ≤ −⎡ ⎤⎣ ⎦   

 ).  להשתמש בכינוי זהעדיף שלא ( " Hanningחלון  " בשם Hann חלוןאת לעיתים מכנים .     3

-32dB 
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 ingmmHa  חלון .3

 אך עם משקלות שונים Dirichletגם כאן משתמשים ברעיון של סופרפוזיציה של שלושה גרעיני 

  :Hannמאשר בחלון 

[ ]

( ) ( )

20.54 0.46 cos , 0 1
1

20.54 0.23
1

20.23
1

hm

f f f
hm r r

f
r

nw n n N
N

W W W
N

W
N

π

πθ θ θ

πθ

⎛ ⎞= − ≤ ≤ −⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞− +⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

 כאשר רוחב האונה הראשית הוא כמו בחלון −43dB לרמת אונות צד של שינוי המשקלות מביא

Hann :8 / Nπ  .החלון והתמרתו מוצגים להלן:  

   

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  

  

  

-43dB 
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 Blackman  חלון .4

מתקבלת הפחתה נוספת .  Dirichletליצירת חלון זה נעשה שימוש בסופרפוזיציה של חמישה גרעיני 

 -אך רוחב האונה הראשית גדל כעת ל) ביחס לאונה הראשית (−57dB - של רמת אונות הצד ל

12 / Nπ.   

  :  והתמרתו נתונים על ידיBlackmanחלון 

[ ]

( ) ( )

2 40.42 0.5cos 0.08cos , 0 1
1 1

20.42 0.25
1

2 40.25 0.04
1 1

40.04
1

b

f f f
b r r

f f
r r

f
r

n nw n n N
N N

W W W
N

W W
N N

W
N

π π

πθ θ θ

π πθ θ

πθ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + ≤ ≤ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞+ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

  

  : החלון והתמרתו מוצגים בציור הבא

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

-57dB 
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 Kaiser  חלון .5

ובעצם אינם אופטימליים בשום מובן )  נתוןNעבור  (חלונות קבועיםהם לעיל החלונות שתוארו 

אונות צד אך ,  נתוןN- שהוא בעל האונה הראשית הצרה ביותר ל ,מלבניהמלבד לחלון  (מקובל

 עבור מינימיזציה של רוחב האונה הראשית לעומת זאת הוא חלון שמביא לKaiserחלון . )גבוהות

  .  ביחס לכלל האנרגיה של החלון-  ורמת אנרגיה נתונה של כלל אונות הצדאורך חלון נתון 

  : הפתרון לבעיית אופטימיזציה זו מביא לחלון הבא

[ ] ( )

2

0

0

2 1
1

1
, 0 1k

n N
I

N
w n n N

I

α

α

⎡ ⎤⎛ − + ⎞⎢ ⎥− ⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎣ ⎦= ≤ ≤ −  

)כאשר  )0I   הנתונה על ידי, 0 מסדר Modified Bessel Function היא ⋅

( )
2

0 2 !

k

o k
k

xI x
k

∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

  )רוב טובימספיק מספר קטן של אברים לקבלת ק(

  

  .  שבאמצעותו ניתן לשלוט על רוחב האונה הראשית ורמת אונות הצדפרמטר הוא α -  ו

  

 ניתן לראות α - את התלות של רוחב האונה הראשית ורמת אונות הצד ב.  חלון פרמטריכך זהו אם 

אונה הראשית ומקטינה את רמת ה מגדילה את רוחב αמהציור ברור שהגדלת .  אבבציור שבעמוד ה

,41פונקצית החלון והתמרתה מוצגים בעמוד הבא עבור .  אונות הצד  12N α= = .  

 שמביא למינימיזציה של רוחב Dolphחלון  –וסף נמתואר חלון ) 6.3.7סעיף (בספר הלימוד : הערה

. לא נציג כאן חלון זה. ונות הצדהאונה הראשית עבור אורך חלון נתון ורמה מכסימלית מותרת של א

  ). תגובת התדר של חלון זה רגישה במיוחד לדיוק חישוב דגימות החלון(
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 B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור

 

 רוחב אונה ראשית

 רוחב אונות צד

2של כפולות 
N
π 
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  סיכום תכונות החלונות הקבועים 

N-  אורך החלון  

 רמת אונות צד  רוחב אונה ראשית שם החלון 
4 ימלבנ / Nπ 13.5dB− 

)  משולש  )8 / 1Nπ +  27dB−  

Hann 8 / Nπ  32dB−  

Hamming 8 / Nπ  43dB−  

Blackman 12 / Nπ  57dB−  

 

   :הערות

קביעת רמת אונות הצד נעשית על . (*)Nניתן לשלוט על רוחב האונה הראשית על ידי בחירת  .1

  . ידי בחירת החלון המתאים

אם , Nית על ידי בחירת  השליטה על רוחב האונה הראשית אפשרKaiserגם במקרה של חלון  .2

 .  לקביעת רמת אונות הצדαמשתמשים בפרמטר 

ליצירת , triang(N) - ו Bartlett(N) : הבאותMatlabשים לב להבדל בין התוצאות של פקודות  .3

  ) בצדדים0ערך (             .החלון המשולש

  

  

                                                 
 N    בהנחה שישנם בידינו מספיק דגימות של האות כך שניתן להגדיל את  (*)
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  מדידת תדר.   6.3

 הוא מדידת התדרים של אותות מחזוריים ובמיוחד אותות DFT -ד השימושים החשובים של האח

הוא כלי מתאים לכך מכיוון שבאופן מעשי האותות ) FFT - המחושב באמצעות ה (DFT - ה. סינוסואידליים

  . נמדדים על פני מקטע זמן סופי

   יחידקומפלכסימדידת תדר של אות סינוסואידלי   .א

): רציףנתון האות בזמן  ) ( )j to oy t Ae ω φ+= 0 ונדרש למדוד את התדרω .  

 נקודות בקצב N - דוגמים את האות ב, לשם כך
1
T

 .  

[ ] ( ) , 0 1j no oy n Ae n Nθ φ+= ≤ ≤ −  

0    כאשר  oTθ ω=;    0π θ π− < <  

  ): נקודותN(ה של האות הדגום יהתמרת פורי

( ) ( )

( )( ) ( )

1

0

0.5 1
0 ,

N
j njf oo

n

j No o

Y Ae e

Ae D N

θ θφ

θ θ φ

θ

θ θ

−
− −

=

− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

=

= −

∑
  

0θבתדר , ולכן θ=) נזכיר  :( )0,D N N=(:  

( ) ( )0
0 0

jf fY NAe Y NAφθ θ= → =  

) - מכיוון ש ).D N Nθ 0θבור  ע> 0θהרי שהנקודה , ≠ θ= של נקודות מכסימום היא 

( )fY θ בתחום π θ π− < < .  

)כיוון שלא ניתן לחשב את , מעשית )fY θהרי שמסתפקים בבצוע ,  בכל בתדריםDFT של N 

0 - המתאימה ל (0kנקודות וחיפוש נקודת המכסימום  0
2k
N
πθ 0אם , = 2

Nk או , >

0 0
2 2k
N
πθ π= 0אם , − 2

Nk ≥ .(  

] ידי הוספת אפסים לסדרה ניתן להגדיל את קצב הדגימה בתדר על ]y n , 4כפי שהודגם בפרק 

  "). פוד באפסיםיר("
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 מדידת התדרים של שני אותות סינוסואידליים קומפלכסיים   .ב

  , כאן

( ) ( ) ( )2 21 1
1 2

j tj ty t A e A e ω φω φ ++= +  

  :תן כעתית)  נקודותN(דגימה מתאימה 

[ ] ( ) ( )1 1 2 2
1 2 , 0 1j n j ny n A e A e n Nθ φ θ φ+ += + ≤ ≤ −  

;  :   כאשר , 1,2i i iT iπ θ π θ ω− < < = =  

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 1

2 2

0.5 1
1 1

0.5 1
2 2

,

,

j Nf

j N

Y A e D N

A e D N

θ θ φ

θ θ φ

θ θ θ

θ θ

− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

= −

+ −
  

1θעבור , ובאופן ספציפי θ=:  

( ) ( )( ) ( )1 2 21 0.5 1
1 1 2 1 2 ,j NjfY NA e A e D Nθ θ φφθ θ θ− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦= + −  

  : ומקבלים

2עבור  )1( 0A   ).אות יחיד( מתקבלת התוצאה הקודמת =

2אם  )2( 0A ) אך קיים ≠ )2 1 2 1,A D N NAθ θ− , 1צפוי מכסימום מקומיθ θ=  . מצב

2כזה יתקבל אם    1
2
N
πθ θ−  . 1A - אינו גדול בהרבה מ2A -  ו ≤

 . הדיון סימטרי ביחס לרכיב התדר השני )3(

  .   נקודות ומחפשים שני שיאיםN של DFTמבצעים ,  לכן,תמעשי
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64Nהדגמה ניתנת בציור הבא עבור  }ומספר ערכים של = }1 1 2 2, , ,A Aθ θ:  

  

 

  

 B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

 

2 1 :A A=  

2 1
1 :
4

A A=  

2
N

π
→ ←  1.5

N

π
→ ←  

N

π
→ ←  

2
N

π
→ ←  

1.5
N

π
→ ←  

N

π
→ ←  
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  שימוש בפונקציות חלון שונות 

מת אחד האותות נמוכה מאוד ביחס לאות השני ואונות הצד של החלון המלבני אינן כאשר עצ

בעלת נחות אונות צד גדול , ניתן להשתמש בפונקצית חלון שונה, מנחיתות מספיק את האות החזק

כיוון שרוחב , זאת בהנחה שהמרחק בין תדרי האותות גדול מספיק. כפי שראינו בתחילת הפרק, יותר

יש להגדיל , אם אין הדבר כך. של החלונות האחרים גדול יותר מזה של החלון המלבניהאונה הראשית 

  . Nאת מספר נקודות הדגימה 

]ההכפלה של הסדרה  ]y n בסדרת החלון [ ]w nנותנת :   

[ ] [ ] [ ]x n y n w n=  

  , ולכן

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2, ,j jf f fX A e W N A e W Nφ φθ θ θ θ θ= − + −  

)כאשר  ),fW Nθיה של סדרת החלון י היא התמרת פור[ ]w n באורך N .  

1θעבור  θ=מתקבל  :  

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 1 20, ,j jf f fX A e W N A e W Nφ φθ θ θ= + −  

   -ומכיוון ש

( ) [ ]
1

0
0,

N
f

n
W N w n

−

=

= ∑  

)הרי שקיים סיכוי טוב להבחנה במכסימום מקומי של  )fX θ 1 בסביבת התדרθאם   

( ) [ ]
1

2 1 2 1
0

,
N

f

n
A W N A w nθ θ

−

=

− ∑  

   :התנאי לעיל יתקיים אם

2 1θ θ< ) רוחב האונה הראשית של − )fW θ  

   :ואם

( )10 1 220log /A A<רמת אונות הצד ב - [ ]dB  

  ). Hann עבור חלון −32dB, למשל (
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  . Hann הבא מדגים תוצאות שהתקבלו עם חלון הציור

  

  

  

 B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

2 1 :A A=  

2 1
1 :
4

A A=  

8
N

π
→ ←  4

N

π
→ ←  6

N

π
→ ←  

8
N

π
→ ←  4

N

π
→ ←  6

N

π
→ ←  
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  מדידת תדרים של אותות סינוסואידליים ממשיים  .ג
  

  :  אותות סינוסואידליים ממשייםMנתייחס למקרה הכללי של 

( ) ( )
1

cos
M

k k k
k

y t A tω φ
=

= +∑  

}ומבקשים למדוד את התדרים    }, 1,2,...,k k Mω 0kω,  כיוון שהאותות ממשיים.= > .  

דגימה בקצב 
1
T

  :נותנת, )נקודות N(של האות  

[ ] ( )
1

cos , 0 1
M

k k k
k

y n A n n Nθ φ
=

= + ≤ ≤ −∑  

,...,1,2 כאשר , 0 ,k k kk M Tω π θ ω= < < =.  

  :  נותנתפונקצית חלוןההכפלה ב

[ ] [ ] [ ] , 0 1x n y n w n n N= ≤ ≤ −  

  , ומכאן

( ) ( )

( )
1

1

0.5 ,

0.5 ,

k

k

M
jf f

k k
k
M

j f
k k

k

X A e W N

A e W N

φ

φ

θ θ θ

θ θ

=

−

=

= − +

+ +

∑

∑
  

mθובתדר ספציפי  θ= :  

( ) ( ) ( )

( )
1

0.5 0, 0.5 ,

0.5 ,

m k

k

j jf f f
m m k m k

k m
M

j f
k m k

k

X A e W N A e W N

A e W N

φ φ

φ

θ θ θ

θ θ

≠

=

= + −

+ +

∑

∑
  

) -ל )fX θ צפויים להיות M שיאים מקומיים בקרבת התדרים { }kθ , אם התנאים הבאים

  :mθמתקיימים בכל אחד מהתדרים 

  

}כל התדרים  )1( },k k mθ  לפחות במחצית רוחב האלומה הראשית של mθ -  מרוחקים מ≠

( ),fW Nθ.  

, מרוחק מתדרי הקצה mθהתדר  )2( 0θ π θ= לפחות במחצית רוחב האלומה הראשית של , =

( ),fW Nθ . 
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}ת הרכיבים ועוצמ )3( }1020log kA שונים זה מזה בלא יותר מאשר רמת אונות הצד של 

( ),fW Nθ . 

לאחר הכפלה בחלון ( הדגימות הנתונות N של DFTבצוע , ל מתקיימים"בהנחה שהתנאים הנ

}יים תיתן ערכים מקורבים של התדרים  שיאים מקומMוחיפוש ) י הצורך" עפ–מתאים  } 1

M
k k

θ
=

  .

  . להגדלת הרזולוציה בתדר ניתן כמקודם לרפד באפסים לפני ביצוע ההתמרה

  :  עבור האותנדגים

[ ] ( ) ( )sin 2 0.1992 0.005 sin 2 0.25 , 0 127y n n n nπ π= ⋅ + ⋅ ≤ ≤  

1:  התדרים(    2
2 225.5 ; 32
128 128
π πθ θ= ⋅ = ⋅ (  

  

  .  מהרכיב הראשון46dB -בדוגמה זו הרכיב השני חלש ב

  .תוצאות השימוש בחלונות שונים מתוארות בעמוד הבא
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 חלון מלבני

 חלון משולש

 Hannחלון 

 חלון   
 Hamming 

 חלון   
 Blackman 

 חלון   
 Kaiser 

α=10    

  :שימוש ב  :שימוש ב

 B. Porat מתוך ספרו של יםהאיור
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  )חזרה (Z–התמרת.  7

  

 ממלאת תפקיד דומה לזה שממלאת התמרת לפלס עבור אותות בזמן Z –התמרת, עבור אותות בזמן בדיד

  .רציף

  . ובמיוחד מסננים ספרתיים) LTI(יות קבועות בזמן יארההתמרה שימושית לניתוח וייצוג מערכות לינ

  

  )transform-Bilateral Z ( צדדית- דוZ–התמרת .7.1

]צדדית של סדרה - דוZ –התמרת ]x nעל ידירת מוגד  :  

{ }( ) ( ) [ ] ,z n

n
Zx z X z x n z z D

∞
−

=−∞

= = ∈∑  

D( של ההתמרה במישור הקומפלכסי תחום ההתכנסות הוא Dכאשר  ⊂ ^) (ROC  - Region of 

Convergence .(  

  , כלומר.   עבורם הסכום באגף ימין מתכנס בהחלטz ערכי תחום ההתכנסות מוגדר כקבוצת כל

[ ] n

n
x n z

∞
−

=−∞

< ∞∑  

  :יפולאר בייצוג  zכדי לראות זאת נרשום את . במקרה הכללי תחום ההתכנסות הוא טבעתי

, 0 , jr z re θπ θ π− ≤ < ≥   , ונקבל, =

[ ] [ ] [ ]nn j n

n n n
x n z x n re x n rθ

∞ ∞ ∞−− −

=−∞ =−∞ =−∞

= =∑ ∑ ∑  

  .θאין תלות בזוית , כלומר

  

  

  

  

}          ,ולכן }1 2:D z R z R= ∈ < <^  

1כאשר ערכי  2,R R תלויים בסדרה [ ]x n .  

R1

R2

Im{Z} 

Re{Z} 
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   משפט

אם הן כלולות , D השפה של פרט אולי בנקודות (D - בz היא פונקציה אנליטית של Z–התמרת

  ). בתחום ההתכנסות

)פונקציה : נזכיר )f z היא אנליטית בתחום כלשהו במישור הקומפלכסי אם היא גזירה בכל נקודה 

ר מתאר  אשLaurentצדדית היא טור - הדוZ-קומפלכסיות התמרתהפונקציות המתורת , כמו כן.  בתחום

  . פונקציה אנליטית בתוך תחום ההתכנסות

  :דוגמאות

]    * צדדית ימנית-סדרה חד.      1 ] 0
0 0

na n
x n

n
⎧ ≥

=⎨
<⎩

  

( ) ( )1
1

0 0

1
1

nz n n

n n

zX z a z az
az z a

∞ ∞
− −

−
= =

= = = =
− −∑ ∑  

   : ותחום ההתכנסות
1 1a z z a− < → >  

2  , לכן, כאן 1,R R a= ∞ =  

  

הפונקציה :  שים לב
z

z a−
z היא אנליטית עבור  a<אך בתחום זה התמרת -Z אינה קיימת 

  . כיוון שהטור אינו מתכנס שם

  

]  , nלכל       : צדדית-סדרה דו.      2 ] nx n a=  

0
0

n

n

a n
a n−

⎧ ≥
= ⎨

<⎩
  

  :נרשום

( ) ( ) ( )z z z
I IIX z X z X z= +  

  

  

  

                                                 
אנו נשתמש במושג האחרון רק לגבי תגובה להלם של מערכת ".  יתסדרה סיבת "–צדדית ימנית - לעיתים מכנים סדרה חד *

או בקצור " (צדדית שמאלית- סדרה חד"אך אנו נשתמש ב" סיבתית- סדרה אנטי"באופן דומה קיים בספרות המושג .  סיבתית
  ").סדרה שמאלית"
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  , כאשר

( ) ( )

( )

1

0

1
0

11 1
1

1,
1

1 ,
1

z n n
I

n
n

z n n
II

n

X z a z az
az

az z
az a

X z a z z a
az

− ∞
− −

↑=−∞ =
=−

∞
−

−
=

= = − = −
−

= <
−

= = >
−

∑ ∑

∑

  

אם , ולכן
1 a
a
) - לתחום התכנסות משותףקיים < )z

IX zו  - ( )z
IIX z) D הדבר ).  אינו ריק

1a: קורה עבור   :  ונקבל אז>

( )
( )( )

2

1 1

1 1 1,
1 1 1 1

z az aX z a z
az az aaz az− −

−
= + = < <

− − − −
  

1R, כלומר a= ,2
1R
a

  .  הוא טבעתיD ותחום ההתכנסות =

  

      :  סופיךסדרה בעלת מש .3

[ ] 1 2 1 20 ,    ;  x n n n n n n n= < > ≤  

( ) [ ]
2

1

n
z n

n n
X z x n z−

=

= ∑  

0 בתחום zומכיוון שהסכום סופי הוא מתכנס עבור כל ערכי  z< < כלומר .  ∞

2 1, 0R R= ∞ =.  

2אם :  שים לב( 0n 0z הרי שיש התכנסות גם עבור > = .(  
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]        :סדרה ימנית כלשהי .4 ] 0 , 0x n n= <  

]           התנאי להתכנסות ]
0

n

n
x n z

∞
−

=

< ∞∑  

0zאם הטור מתכנס עבור , לכן R=0הוא גם יתכנס עבור כל ,  סופי כלשהוz R>  .כלומר ,

2R = 1z עבורו 1R וקיים ∞ R> ההתכנסות מגדיר את תחום D  .1, .א.זR z< < ∞  :D   

( )0 1R R> .  

]        : סדרה שמאלית כלשהי .5 ] 0 , 0x n n= > 

  

  כאן התנאי להתכנסות הוא

[ ]
0

n

n
x n z −

=−∞

<∞∑  

1עון דומה למקרה הקודם נותן כאן ישימוש בט 0R ותחום ההתכנסות מוגדר על ידי ,  =

2: 0D z R< <  

  

  : נתונה להלןZ -של התמרותB. Porat) מתוך ספרו של (טבלה קצרה 

ROC ( )zX z [ ]x n 

all z  1 [ ]nδ 

1z >  
1

1
1 z−−

 ( )u n  

z a>  
1

1
1 az−−

  [ ]na u n 

z a<  
1

1
1 az−−

  ( )1na u n− ⎡− + ⎤⎣ ⎦ 

z a>  
( )

1

211

az

az

−

−−
  

[ ]nna u n 

z a>  ( )
( )

1 1

31

1

1

az az

az

− −

−

+

−
  

[ ]2 nn a u n  

z a>  1
0
1 2 2

0

1 cos
1 2 cos

a z
a z a z

θ
θ

−

− −

−
− +

 
( ) [ ]0cosna n u nθ  

z a>  1
0

1 2 2
0

sin
1 2 cos

a z
a z a z

θ
θ

−

− −− +
 

( ) [ ]0sinna n u nθ  

 

Table 7.1   Common sequences and their z-transforms.  

 מדרגת יחידה
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  מתכונות ההתמרה 

]                            אריותילינ.      1 ] [ ] [ ] , , ,w n ax n by n a b= + ∈^  

( ) ( ) ( )
1 2

,z z z
w wW z aX z bY z R z R⇒ = + < <  

  , כאשר

{ }
{ }

1 1 1

2 2 2

max ,

min ,

w x y

w x y

R R R

R R R

≤

≥
  

  הזזה בזמן .      2

[ ] [ ] ( ) ( ) ,z m zw n x n m W z z X z m−= − ⇔ = ∈]  

W XD D= , מלבד למקרה בו[ ]x nכך ש. סדרה שמאלית  - ( )zX z0 -  קיים בz אך אם , =

0m ) -הרי שיתכן ו) הזזה ימינה (< )zW z0 - לא יהיה קיים בz = .  

 na -כפל ב.      3

[ ] [ ] ( ) ( ) , , 0n z z z
aw n a x n W z X a a= ⇔ = ∈ ≠^  

  כאשר

1 1 2 2
,w x w xR a R R a R= =  

  פוך ציר הזמן יה.      4

[ ] [ ] ( ) ( )1z zw n x n W z X z−= − ⇔ = 

( ) ( )1 2 2 1

1 1
,w x w xR R R R

− −
= = 

  :הוכחה

( ) [ ] [ ] [ ]( ) ( )1 1nz n z

n nn

W z x n z x z x n z X z
∞ ∞ ∞ −− − −

↑=−∞ =−∞ =−∞=−

= − = = =∑ ∑ ∑A

AA

A  
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  )z- ב( גזירה.      5

[ ] [ ] ( ) ( ) ,
z

z
W X

dX z
w n nx n W z z D D

dz
= ⇔ = − =  

  :הוכחה

( ) [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( )

1
z

nn

n n

n z

n

dX z dz z x n z z n x n z
dz dz

nx n z W z

∞ ∞
− +−

=−∞ =−∞

∞
−

=−∞

⎧ ⎫
− = − =− −⎨ ⎬

⎩ ⎭

= =

∑ ∑

∑
  

  )בזמן( קונבולוציה לינארית.      6

[ ] { }[ ] [ ] ( ) ( )z z zw n x y n W z X z Y z= ∗ ⇔ =  

  , כאשר

{ } { }1 1 1 2 2 2
max , , min ,w x y w x yR R R R R R≤ ≥  

  

  כפל בתחום הזמן .      7

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) 11
2

z z z z
uw n x n y n W z X u Y u du

jπ
−= ⇔ = ∫v  

  , כאשר

1 1 1 2 2 2
,w x y w x yR R R R R R≤ ≥  

∫v מסמן אינטגרציה על עקום סגור פשוט במישור הקומפלכסי הנמצא בתחום ההתכנסות המשותף של 

( )zX u  :
1 2x xR u R< ) - ו> )z

uY   :
1 2

/y yR z u R< <   

עקום כזה קיים אם 
1 2 2 2x y x yR R z R R< < .  

)נדון ביתר הרחבה באינטגרל ההיקפי  )∫vבהמשך  .  
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  פונקצית תמסורת  .7.2

]תהי  ]h nארית וקבועה בזמן יערכת בזמן בדיד שהיא לינ התגובה להלם של מ( )LTI  .אזי ,   

), Z–התמרת )zH z) של , )אם היא קיימת[ ]h n של המערכתפונקצית התמסורת קרויה  .  

בת המערכת לאות כניסה חסום אף היא  במובן שתגו,יציבות הן ןענייהמערכות שיש לנו בהם , באופן טבעי

  ).  BIBO) . Bounded Output–Bounded Inputיציבות יציבות מטיפוס זה מכונה . חסומה

], [∋nאם לכל , כלומר ] 1x n B≤ , אזי המערכת יציבה– BIBO 2 אם קייםBל  כך שמתקיים לכ

n∈]  ,[ ] 2y n B≤ .  

  )BIBO –יציבות  (משפט

] אם ורק אם התגובה להלם שלה BIBO בזמן בדיד היא יציבה LTIמערכת  ]h n מקיימת   

[ ]
n

h n
∞

=−∞

< ∞∑  

  מסקנה

1z חידהמעגל הי אם ורק אם BIBO היא יציבה LTIמערכת   נמצא בתחום ההתכנסות של פונקצית =

  . התמסורת של המערכת

1zזאת קל לראות על ידי הצבת    .  בתנאי ההתכנסות של ההתמרה שהוצג קודם=

  מערכות סיבתיות

  קל LTI עבור מערכת . נזכיר שמערכת היא סיבתית אם תגובתה אינה תלויה בערכי כניסה עתידיים

] - היא שלסיבתיותלהראות שתנאי הכרחי ומספיק  ]h n כאן ניתן גם להשתמש במושג  (סדרה ימנית היא

  "). סדרה סיבתית"

1R של סדרה ימנית היא Z-הראינו קודם שתחום ההתכנסות של התמרת z< < ∞ .  

1אם , לכן 1R 1zהרי שמעגל היחידה , >   .BIBO –מערכת היא יציבה  כלול בתחום ההתכנסות וה=

) -מכיוון ש )zH zשכל הנקודות הסינגולריות של הרי שניתן להסיק ,  היא אנליטית בתחום ההתכנסות

   .חייבים להיות בתוך מעגל היחידה) BIBO(ה  סיבתית ויציבLTIפונקצית התמסורת של מערכת 
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  תגובת תדר

)אם תחום ההתכנסות של פונקצית תמסורת  )zH zהרי שניתן להציג ,  כולל את מעגל היחידה
jz e θ= 

  :ונקבל

( ) [ ] ( )j
z jn f

z e n
H z h n e Hθ

θ θ
∞

−

=
=−∞

= =∑  

]יה של הסדרה י התמרת פוראו(מקבלים את תגובת התדר של המערכת , כלומר ]h n .(  

  ). BIBOא ימספיק שה, הלמעש (BIBO עבור מערכת סיבתית ויציבה תמידהצבה זו מותרת , כאמור לעיל

]יה של סדרה יקיום התמרת פור:  הערה ]h nאינה מבטיחה קיום התמרת -Zשכן יתכן ,  של הסדרה

1z עבור כל דרתבשההתמרה ת  .B בספר של 209' עמ, 6ראה דוגמה (כך שתחום ההתכנסות ריק , ≠

Porat.(  

  מערכות המתוארות על ידי משוואות הפרש  .7.3

 בזמן בדיד שניתן לתארן על ידי משוואות הפרש עם LTI שימושית במיוחד לניתוח מערכות Z-התמרת

את ,  ניתן אז לחשב את פונקצית התמסורת וממנה את תגובת התדרZ-בעזרת התמרת.  מקדמים קבועים

בעזרת ההתמרה ההפכית בה נדון (או התגובה הזמנית לאות כניסה נתון , התגובה להלם של המערכת

  ). בהמשך

  

]ארת את הקשר בין סדרת היציאה תלשם הדגמה נרשום להלן משוואת הפרש כללית המ ]y nלסדרת  

]הכניסה  ]x n של מערכת LTI סיבתית:   

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 0

1

1 ...

1
p

q

y n a y n a y n p b x n

b x n b x n q

= − − − − − + +

+ − + + −…
  

  :וברישום קומפקטי יותר

[ ] [ ] [ ]
1 0

p q

i i
i i

y n a y n i b x n i
= =

= − − + −∑ ∑  

 על שני אגפי המשוואה לעיל Z-את פונקצית התמסורת של המערכת ניתן למצוא על ידי בצוע התמרת

  : ושימוש בתכונה

[ ] [ ] ( ) ( )z m zw n x n m W z z X z−= − ⇔ =  

  , נקבל לפיכך
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( ) ( )
( )

( )
( )

1
0 1

1
1

...
1 ...

qz
qz

z p
p

b b z b zY z b z
H z

a zX z a z a z

− −

− −

+ + +
= = =

+ + +
  

]    : תזכורת( ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )z z zy n x n h n Y z X z H z= ∗ ⇔ =(  

  ). z -מנה של שני פולינומים ב (רציונליתמתקבלת כך פונקצית תמסורת 

)שורשי פולינום המונה  )b z במישור Z שי המכנה  של פונקצית התמסורת ואילו שרכאפסים מוגדרים

( )a z נקודות סינגולריות במישור ( כקטביםZ .(  

שתנאי הכרחי ומספיק ליציבות של  סיבתית ברור LTI של מערכת BIBOמהדיון הקודם בנושא יציבות 

הוא שכל הקטבים הם בתוך , אור על ידי פונקצית תמסורת רציונליתי סיבתית הניתנת לתLTIמערכת 

   .דהמעגל היחי

קיימות . בדיקת היציבות על ידי חישוב שרשי פולינום המכנה אינו נוח כאשר סדר הפולינום גבוה:  הערה

 Schur-Cohnלמשל מבחן היציבות של . בדיקות יציבות שאינן דורשות חישוב מפורש של הקטבים

  ). 217' ׁעמ Porat בספר של 7.4.4המפורט בסעיף 

  תגובת תדר

) ניתן לחשב את תגובת התדר BIBO סיבתית ויציבה LTIכת הראינו קודם שעבור מער )fH θ על ידי 

הצבת 
jz e θ=) בפונקצית התמסורת ) ערכים על מעגל היחידה( )zH z .  

 של פונקצית במפת הקטבים והאפסיםניתן להפיק מסקנות על תכונות תגובת התדר מתוך התבוננות 

)לשם כך נרשום את .  התמסורת )zH z מנה של פולינומים עם חזקות חיוביות של כz .  

  

pאם נניח , למשל q≥) נוכל לרשום, )סדר מונה קטן או שווה לסדר המכנה  

( ) 1
1

...

...

r
q r qz p q

p p
p

b z b
H z z

z a z a
−−

−

+ +
=

+ + +
  

qכאשר  rb rעבור ( הוא המקדם הראשון ששונה מאפס במונה − q= האיבר הראשון השונה מאפס הוא 

0b וסדר פולינום המונה הוא q .(  

iα,1,2,...,i - נסמן ב p= , וב) קטבים(את שרשי המכנה- iβ ,1,2,...,i r= , את שרשי המונה

  : אזי ניתן לרשום, )אפסים(
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( )
( )

( )
1

1

r

i
z p q i

q r p

i
i

z
H z b z

z

β

α

− =
−

=

−
=

−

∏

∏
  

) -  שלשים לב )zH z יש במקרה זה ( )p q≥ מסדר , אפס מרובהp q−, בראשית ( )0z לעומת .  =

qעבור , זאת p> , מסדר  (קוטב מרובהיתקבלq p− (בראשית .  

, ומפלכסיים מופיעים בזוגות צמודיםרשים הקו הש,כאשר מקדמי פולינום הם ממשיים, )כידוע(כמו כן 

  . 7– 11כמודגם בציור בעמוד 

בהצבת 
jz e θ=נקבל לכן  ,  

( ) ( )
( )

( )
1

1

r
j

i
j p qf i

q r p
j

i
i

e
H b e

e

θ

θ

θ

β
θ

α

− =
−

=

−
=

−

∏

∏
  

  :ומכאן

( ) 1

1

r
j

i
f i

q r p
j

i
i

e
H b

e

θ

θ

β
θ

α

=
−

=

−
=

−

∏

∏
  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

pr
f j j

i i
i i

H p q e eθ θθ θ β α
= =

= − + − − −∑ ∑( ( (  

0q - בהנחה ש( rb − >(  

ישירות , θיתן לחשב את האמפליטודה והפאזה של תגובת התדר לכל תדר רצוי ל נ"בעזרת הביטויים הנ

במקרים רבים עושים זאת באופן מקורב על ידי התבוננות במפת הקטבים . מתוך ערכי הקטבים והאפסים

  . והאפסים כדי לקבל מושג על אופי תגובת התדר

), דההרי שהאמפליטו, לפי הביטויים לעיל )fH θ , בתדרθ המתאים לנקודה הנמצאת בזוית ( מסוים

θ עד כדי הקבוע , נתונה)  כמודגם באיור בעמוד הבא– על מעגל היחידהq rb על ידי היחס בין מכפלת , −

  .  קים לקטביםחו לאפסים לבין מכפלת המרהמרחקים מנקודה ז

 על ידי סכום הפרשי הזויות לאפסים )(p-q) ארית בשיפועיעד כדי גורם פאזה לינ(הפאזה בתדר זה נתונה 

  . פחות סכום הפרשי הזויות לקטבים
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  B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור
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  )Partial Fraction Expansion( פרוק לשברים חלקיים

 המתוארת LTIשל מערכת ) תגובה להלם או תגובה לאות כניסה נתון(נת למצוא את התגובה הזמנית על מ

או את (על ידי פונקצית תמסורת רציונלית נוח להביא את פונקצית התמסורת 

( ) ( ) ( )z z zY z H z X z= ,ניתן אז להשתמש .  לצורה של סכום שברים חלקיים) בהנחה שהוא רציונלי

עבור תנאי , התגובה הזמנית(ההתמרה ההפכית את כדי למצוא ) ובלינאריות ההתמרה (7.4ד בטבלה שבעמו

  ). התחלה אפס

)נדון בפרוק לשברים חלקיים של פונקצית התמסורת הרציונלית  )zH zנניח שוב שסדר .   שהצגנו קודם

)   q גדול מסדר המונה pהמכנה  )p q> . ניתן אז לרשום  

( ) ( )

( )
1

1 1

1

11

p
z i

p
i i

i
i

b z AH z
zz αα
−

− =

=

= =
−

−
∑

∏
  

) - ניתן להכפיל את שני אגפי המשוואה בkAלמציאת מקדם כלשהו  )11 k zα kz ולהציג −− α=  .

  נקבל כך 

( )
( )

k
k

k i
i k

b
A

α
α α

≠

=
−∏

  

   מתקבל 7-4ומהטבלה בעמוד 

( ) 1 ,
1

n k
k k k

k

AA u n z
z

α α
α −↔ >

−
  

  

  :הערה

qעבור המקרה בו  p≥ ניתן לרשום   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
z b z d z

H z c z
a z a z

= = +  

)           ,כאשר ) ( )1
0 1 ... q p

q pc z c c z c z− −−
−= + + +  

  

  

" מדרגת יחידה"סדרת   
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)את  המקדמים של הפולינומים  )c zו  - ( )d zניתן למצוא על ידי השוואת מקדמים במשוואה :  

 ( ) ( ) ( ) ( )a z c z d z b z+ =  

)לאחר מציאת  )d z) שהסדר שלו נמוך מ - p( , ניתן לפרק את
( )

( )
d z

a z שהוצג  לשברים חלקיים כפי

  . לעיל

למטרה זו .  שונים מאפסתנאי התחלהנדון כעת בפתרון משוואת הפרש בעלת מקדמים קבועים עם 

  : צדדית בה נדון בקצרה להלן- חדZ-משתמשים בהתמרת

  ) Transform-ZUnilateral  (צדדית- חד Z–התמרת

]עבור סדרה  ]x n ,התמרת–Zצדדית מוגדרת על ידי- חד:   

( ) [ ] 1
0

,z n

n
X z x n z R z

∞
−

+
=

= < < ∞∑  

]שאם ורק אם הסדרה , שים לב ]x nצדדית ימנית מתקיים - היא חד( ) ( )z zX z X z+ = .  

  :התכונה  הבסיסית שבאמצעותה פותרים משוואות הפרש עם תנאי התחלה היא תכונת ההזזה

  תכונת ההזזה

   :הזזה ימינהלעבור השימוש הנדון נתייחס רק 

[ ] [ ] ( ) ( ) [ ] ( )
1

, 0 m iz m z

i m
u n x n m m U z z X z x i z

−
− +−

+ +
=−

= − > ⇔ = + ∑  

  :הוכחה

( ) [ ] [ ] ( ) [ ]

( )

[ ] ( )
1

0 0i n m
z

i m m iz n m i

n i m i i m

X z

U z x n m z x i z z x i z x i z
= −

+

∞ ∞ ∞ −
− + − +− − −

+
↑= =− = =−

= − = = +∑ ∑ ∑ ∑
��	�


  .ל"משצ

 
   :לפתרון משוואת ההפרשל "נעזר כעת בתכונה הנ

[ ] [ ] [ ]
1 0

p q

i i
i i

y n a y n i b x n i
= =

=− − + −∑ ∑  

]      : עם תנאי ההתחלה ] [ ] [ ]{ }, 1 ,..., 1y p y p y− − + −  

]ובהנחה שסדרת הכניסה  ]x nמקיימת  [ ] 0, 0x n n= <  .  
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  : ניתן לרשום את תגובתה כסכום של שתי תגובות, אריתימכיוון שהמערכת לינ

[ ] [ ] [ ]zir zsry n y n y n= +  

]התגובה  ]zsry n היא התגובה לאות הכניסה [ ]x n כאשר תנאי ההתחלה הם אפס )zero state 

response (והיא ניתנת לחישוב בעזרת פונקצית התמסורת על ידי :  

( ) ( ) ( )z z z
zsrY z H z X z=  

  . כפי שהוצג קודם

]התגובה  ]ziry nכאשר הכניסה היא אפס , לתנאי ההתחלה" תגובה הטבעית" היא ה)zero input 

response (למציאת תגובה זו יש לפתור את המשוואה ההומוגנית   

[ ] [ ]
1

, 0
p

i
i

y n a y n i n
=

= − − ≥∑  

]: בהינתן תנאי ההתחלה ] [ ]{ },..., 1y p y− −.  

   חד צדדית ובתכונת ההזזה לעילZ-על ידי שימוש בהתמרת

( ) ( ) [ ] ( )
1

1

p
iz i z

i
i i

Y z a z Y z y z
−

− +−
+ +

= =−

⎡ ⎤
=− +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ A

A
A  

  :ולפיכך

( )
[ ] ( )

1

1

1
1

p
i

i
i iz

p
i

i
i

a y z
Y z

a z

−
− +

= =−
+

−

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦= −
+

∑ ∑

∑

A

A
A

  

  דוגמה

  : משוואה הומוגנית מסדר שני

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 2

1 2

1 2 , 0

1 ; 2

y n a y n a y n n

y y y y− −

=− − − − ≥

− = − =
  

  : צדדית על שני אגפי המשוואה- חדZ–מרתהת

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 1 1 2 2 2 1

z z zY z a z Y z a y a z Y z a y y z− − −
+ + − + − −=− − − − +  

   ומכאן

( ) ( ) 1
1 1 2 2 2 1

1 2
1 21

z a y a y a y z
Y z

a z a z

−
− − −

+ − −

+ +
= −

+ +
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 הפכית Z–התמרת .7.4
  ההתמרה ההפכית נתונה על ידי 

[ ] ( ) 11
2

z nx n X z z dz
jπ

−= ∫>  

הנמצא בתחום ) ללא לולאות(ט  מסמן אינטגרציה במישור הקומפלכסי על פני עקום סגור פשו<∫כאשר

)ההתכנסות של  )zX z ומקיף את הראשית ( )0z   .  פעם אחת בכיוון נגד השעון=

  : Cauchyל מבוססת על תוצאת מקרה פרטי של  משפט האינטגרל של "ההוכחה לביטוי הנ

[ ]1 1, 01
0, 02

n n
z dz n

nj
δ

π
− =⎧

= =⎨ ≠⎩
∫>  

)רת  כעת את הגדבנצי )zX zבאינטגרל שבראש העמוד  :  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]

1

1

1
2

1
2

k n

k

n k

k

n k

x k z z dz
j

x k z dz
j

x k n k x n
δ

π

π

δ

∞
− −

=−∞

∞
− −

=−∞

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦

= − =

∑∫

∑ ∫

∑

����	���


>

>  

  . נזכיר בקצרה מספר גישות.  כ בביטוי לעיל בצורה ישירה"לבצוע ההתמרה ההפכית אין משתמשים בד

  

  ה הפכית ישימוש בהתמרת פורי  .א

)אם מעגל היחידה כלול בתחום ההתכנסות של  )zX z הרי שניתן להציג 
jz e θ=)  ולכן

jdz je dθ θ= (ונקבל :  

[ ] ( ) ( )1 1
2 2

z j j n f j nx n X e e d X e d
π π

θ θ θ

π π

θ θ θ
π π− −

= =∫ ∫  

  

  . ה הופכיתי ההפכית מתלכדת במקרה זה עם התמרת פוריZ-התמרת, כלומר
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 שעבורו rוס גם אם מעגל היחידה אינו כלול בתחום ההתכנסות הרי שקיים רדי:  הערה
jz re θ= נמצא 

j,בהצגת (בתחום ההתכנסות ומתקבל לכן  jz re dz jre dθ θ θ= = :(  

[ ] ( ) ( )1 1
2 2

z j n j n n z j j nx n X re r e d r X re e d
π π

θ θ θ θ

π π

θ θ
π π− −

= = ⋅∫ ∫  

)הפעם מבצעים התמרת פורייה הפכית של , כלומר )z jX re θ
-  ומכפילים את התוצאה ב

nr . 

 )Cauchy ) Residue Theorem’sCauchyשימוש במשפט השארית של   .ב

)אם  )f zמלבד במספר סופי של נקודות , היא פונקציה אנליטית בתחום מסוים במישור הקומפלכסי 

,, סינגולריות 1,2,...,kz k k= ,קום סגור פשוט בתחום בו הפונקציה אזי תוצאת האינטגרציה על ע

  : נתונה על ידי, המקיף את הנקודות הסינגולריות נגד כיוון השעון פעם אחת, אנליטית

( ) ( ){ }
1

1
2

K

k
k

f z dz res f z at z
jπ =

=∑∫v  

  

זאת מכיוון ). 7.5ראה ספר הלימוד סעיף (לא נרחיב כאן על הדרך לחשוב השארית בנקודה סינגולרית 

רציונליות שעבורן נוח יותר להשתמש בפרוק לשברים חלקיים שהצגנו כ נדון בפונקציות תמסורת "שבד

  . קודם

  

עבור קטבים פשוטים דרך החישוב של מקדמי הפרוק לשברים חלקיים מתלכדת עם דרך חישוב :  הערה

  . השארית

 פרוק לשברים חלקיים   .ג
התמסורת  בעלת קטבים פשוטים ניתן לרשום את פונקצית  סיבתיתLTIמערכת ראינו קודם שעבור 

  בצורה

( )
{ }

1
1

0 1 1 1

,
1 max

q p p
z i k

i p
i k k k k

R zAH z c z
z Rα α

−
−

−
= = =

< < ∞
= +

− =
∑ ∑  

qאם : הערה( p< המקדמים icהם אפס (  

  : וההתמרה ההפכית היא לכן

( ) [ ]
0 1

, 0
q p p

n
i k k

i k
h n c n i A nδ α

−

= =

= − + ≥∑ ∑  
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. ת צמודיםהקטבים הקומפלכסיים מופיעים בזוגו, כאשר פונקצית התמסורת היא בעלת מקדמים ממשיים

1  אם ,לכן
je φα ρ=2כך גם ,  הוא קוטב

je φα ρ −= .  

  

1המקדמים , כמו כן 2,A A1 אם , כלומר. הם קומפלכסיים צמודיםA a jb= 2A אזי + a jb= − 

  : וג המתאים היא ממשיתוהתגובה הזמנית המתקבלת מהז

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

2 cos sin

n n n jn n jn

n

A A a jb e a jb e

a n b n

φ φα α ρ ρ

ρ φ φ

−+ = + + −

= −⎡ ⎤⎣ ⎦
  

  

  :ים שונים ניתנות באיורים הבאαדוגמאות לסדרות המתקבלות עבור ערכי 

 

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

 

α>1 α=1 0<α<1 

-1<α<0 α=-1 α<-1 
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
 

|α|>1 |α|=1 |α|<1 

|α|<1 |α|=1 |α|>1 

2
πα <)  

2
πα >)  
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  מבוא למסננים ספרתיים .  8

עם המשמעות הנלווית לכך בתחום (כ לעצב את אופי האות בתחום התדר "פעולת סינון של אות נועדת בד

הדבר נעשה על ידי הנחתת האות המסונן בתחומי תדר מסוימים ) אך לא תמיד(באופן טיפוסי ).  הזמן

  .  בתחומי תדר אחריםוהעברתו) במטרה להנחית מרכיבים לא רצויים באות הכניסה(

  

  דוגמאות לסינון אותות 

 ECG ,EEG(וידאו ואותות פיסיולוגיים שונים , אותות רדיו:  כמו, כוי רעשים הנלווים לאותותיד )1(

  ). 'וכו

בקרת עצמה של אותות שמע בתחומי תדר שונים : כמו, הדגשת האות בתחומי  תדר מסוימים )2(

 ). הדגשת תדרים גבוהים(ות בתמונ) edges(והדגשת קצוות ") אקווילייזר“(

הקטנת הפרעה בין ערוצים ; סינון למניעת קיפול לפני פעולת דגימה: כמו, הגבלת רוחב סרט של אות )3(

 . בשידורים רב ערוציים

 הנחתת הפרעות בתדר הרשת; DCהרחקת רכיב : כמו, חות אותות בתדרים ספציפייםינ\הרחקה )4(

(50/60Hz). 
  .התמרת הילברט, אינטגרציה, כמו גזירה, פעולות סינון מיוחדות

 

  סינון ספרתי לעומת סינון אנלוגי 

, ידי מגברים אופרטיבייםממומש בדרך כלל על , )רציף–אותות בזמן(סינון אנלוגי של אותות אנלוגיים 

מסננים אנלוגיים ).  כמו התקני מיקרוגל–בתדרים גבוהים גם סלילים והתקנים מיוחדים (נגדים וקבלים 

חוסר , דיוקים עקב שינויים בערכי הרכיבים- אי, הגבלת תחום דינמי, לינאריות- אי,  לרעשלוקים ברגישות

  . גמישות ועוד

 או בחמרה מיוחדת) תכנה(סינון ספרתי מבוצע על אותות בזמן בדיד וממומש בדרך כל על ידי מחשב 

  ). אותות ממשיים(תחום התדר מוגבל למחצית תדר הדגימה ). DSPלמשל (

  ).1-5שקף ( נידונו בפרק המבוא לקורס ונות של העיבוד הספרתייתרונות וחסר

   מקדמים ממשיים  עם פונקציות תמסורת רציונלית ובעלות סיבתיות, יציבות LTIנדון כאן במערכות 

)Rational, Stable, Causal,  Real– RCSR(. פונקצית התמסורת נתונה על ידי ,אנלוגיים עבור מסננים 

  : צורתה הכללית.  ה להלם של המערכתהתמרת לפלס של התגוב

( ) { }

( )

1
0 1

1
1

...
, Re

...

0

q q
qL

p p
p

b s b s b
H s p q s

s a s a
α

α

−

−

+ + +
= ≥ > −

+ + +

>
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  ניתן לרשום ) distinct(עבור קטבים נפרדים 

( ) 0
1

p
L k

kk

AH s c
s λ=

= +
−∑  

} נדרש BIBOוליציבות  }Re 0kλ < .  

  התגובה להלם של המסנן האנלוגי הנדון הוא לכן מהצורה 

( ) ( )0
1

, 0k
p

t
k

k
h t c t A e tλδ

=

= + ≥∑  

0pבהנחה (ומשכה אינסופי  > .(  

  :RCSRמסננים ספרתיים עבור 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
0 1

1
1

...
1 ...

q
qz

p
p

b b z b z b z z R
H z

a z q pa z a z

d z
c z

a z

− −

− −

+ + + ∞ > >
= =

≥+ + +

= +

  

}, ועבור קטבים נפרדים }, 1,2,...,k k pα   :  התגובה להלם=

[ ] [ ] [ ] [ ]0 1

1

1 ...

, 0 ,

q p

p
n

k k
k

h n c n c n c n q p

A n

δ δ δ

α

−

=

= + − + + − + +

+ ≥∑
  

1kαנדרש ) BIBO(וליציבות  < .  

  :תהערו

pעבור  .1 q> מקדמי הפולינום ( )c zמתאפסים כולם  .  

0pעבור  .2 0pa -  ו< משך , )ובהנחה שאין גורמים משותפים למונה ולמכנה הניתנים לצמצום (≠

 ). IIR) nfinite Impulse Response I-IIRמסנן  אז המסנן מכונה. אינסופי הוא התגובה להלם
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0pעבור  .3 = : 

( ) ( ) 1
0 1 ... , 0z q

qH z b z b b z b z z− −= = + + + ∞ > >  

  : ומשך התגובה להלם הוא סופי

[ ] , 0
0 ,
nb n q

h n
else
≤ ≤⎧

= ⎨
⎩

  

  .) FIR)  Finite Impulse Response–FIRמסנן מסנן כזה מכונה 

  

) תי פונקצית תמסוריר עוד שמסננים אנלוגיים בעלענ )LH s רציונלית הם מטיפוס IIR ׁ) מלבד

) ןמעניי הלאלמקרה  ) ( )0h t c tδ=  .(ניתן לממש מסנן , עם זאתFIR אנלוגי עם רכיבים מיוחדים 

  ). SAW – Surface Acoustic Waves( שטח אקוסטיים יכמו התקני גל

 ספרתיים מבוססות על תכן מסנן אנלוגי  IIRת תכן מקובלות של מסננישיטו, משךכפי שנראה בה

  . מתאים ובצוע טרנספורמציה מתאימה ממסנן אנלוגי למסנן ספרתי

בהם ,  ספרתיים מתוכננים ישירות ומקובלים מאוד  לנוכח היתרונות הבאים FIRמסנני , לעומת זאת

  : ווכח בהמשךינ

 . רתוי הגד" עפ– הינו תמיד יציב FIRמסנן  )1(

 . אריתיניתן לתכננו כך שתתקבל תגובת פאזה לינ )2(

 ). אמפליטודה(קיימת גמישות רבה בקביעת צורת תגובת התדר  )3(

אם כי מספר החישובים הנדרש יכול להיות גדול יחסית והשהית המסנן (נוחיות רבה במימוש  )4(

  ). בדרך כלל גדולה
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  מתן ספציפיקציות למסננים ספרתיים  .8.1

  

במסננים בהם נדון מדובר במיוחד . תכן מסנן הוא מתן הספציפיקציות לתגובת התדר שלוהשלב הראשון ב

   .נחות וההעברהעל הגדרת תחומי ה

  .  מתוארות באיור למטהאידיאליותנדון כאן בארבעה סוגים בסיסיים של מסננים אשר תגובותיהם ה

  Low Pass (LP) Filter  -  מסנן מעביר נמוכים .      1

 High Pass (HP) Filter  -   מעביר גבוהים מסנן.      2

 Band Pass (BP) Filter  -  )פס או(מסנן מעביר סרט .      3

  Band Stop (BS) Filter  -  )פס או(מסנן חוסם סרט .      4

  

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
 

0כיוון שמדובר במסננים בעלי תגובת הלם ממשית מסתפקים בתיאור התגובה עבור : הערה θ π≤ ≤.  

  

  :ל "נציג כעת את הספציפיקציות שיש לתת עבור מסננים מעשיים מהסוגים הנ
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 LPמסנן  .1
  

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

   :מגדירים שלושה תחומים

 ) Pass-band (ההעברה) פס או, סרט (תחום )1(

( )1 1 , 0f
pHδ θ δ θ θ− +− ≤ ≤ + ≤ ≤  

) -הערך הרצוי ל )fH θ 1 בתחום זה הוא .  

}מאופיינות על ידי ) Pass-band ripple( בתחום זה גליותה }max ,δ δ+ −
  :dB - או ב, 

( ) ( ){ } [ ]10 10max 20log 1 , 20log 1pA dBδ δ+ −= + − −  

): תוך שימוש ב(בקירוב , או )1020log 8.7 ; log 1e e δ δ≅ ± = ±(:  

( ) { } [ ]0 1 8.7 max ,pA dBδ δ δ+ −< << ≈  

0δ מקובל לקבוע IIRעבור מסנני : הערה + pδ ולסמן = δ−  מקובל FIRעבור מסנני . =

pδלעומת זאת לקבוע  δ δ+ −= =.  
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 )Transition band (תחום המעבר )2(

p sθ θ θ< )שרירותי ,   > )fH θ  

) -מצפים עם זאת ש )fH θבתחום זה ירד מונוטונית מ  -  ( )f
pH θל - ( )f

sH θ 

  . כמודגם באיור לעיל

 

 )Stop-band (תחום הניחות )3(

( )0 ,f
s sH θ δ θ θ π≤ ≤ ≤ ≤  

sδונמדד ב)  בתחום הניחותהגליות –קרוי לעיתים (ות  הוא גורם הניח- dBעל ידי  :  

[ ]1020logs sA dBδ=   )dB -ניחות ב       (−

  דוגמה

20sf נדגם בקצב דגימה של 1KHzאות ברוחב סרט של  KHz=.  רחב (לאות נלווה רעש לבן

10SNRלאחר הדגימה הוא ) יחס הספקים(כך שיחס האות לרעש ) סרט dB=  . מכיוון שהאות

0 -רט לסהרצוי מוגבל  1f KHz=מבקשים לשפר את ה - SNRנון האות עם מסנן י על ידי ס

  :יקציותציג שיקולים בקביעת הספציפנ.  מעביר נמוכים

0:      רוחב פס ההעברה  .א 12 2 0.1
20p

s

f
f

θ π π π= ⋅ = ⋅ =.  

 כדי למנוע עיוות האות הרצוי נדרוש : גליות פס ההעברה  .ב

        
0.1 0.0115 0.1
8.7p pA dBδ⎛ ⎞≈ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 .  

0.12sθ מרוחב סרט ההעברה 20%נרשה רוחב סרט מעבר שהוא   .ג π=.  

 מכיוון שהספק הרעש 10dB של SNR - היה מתקבל שיפור באידיאלי LP עם מסנן  .ד

)הספק הרעש כ " מסה1/10המועבר בפס ההעברה הוא  )/ 0.1pθ π =. 

 0.1% יועבר רק 0.88πשבתחום הניחות שרחבו , למשל, כיוון שהמסנן אינו אידיאלי נרשה

  . הספק הרעש הכוללמ

  : לפיכך

20.88 1 1 0.033
1000 30s s

π δ δ
π

⋅ = ⇒ ≅ =  

20log      ומכאן 30s sA dBδ= − ≅ 
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 HPמסנן  .2

  

)  : תחום הניחות )1( )0 , 0f
s sH θ δ θ θ≤ ≤ ≤ ≤  

s  : תחום המעבר )2( pθ θ θ< )שרירותי   ,   > )fH θ  

)  :תחום ההעברה )3( )1 1 ,f
pHδ θ δ θ θ π− +− ≤ ≤ + ≤ ≤ 

s, של ותההגדר:  הערה pA A ראה מסנן ( הם כמו קודםLP.(  

 BPמסנן  .3

  

  B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור
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)  : תחום ניחות ראשון )1( ) ,1 ,10 , 0f
s sH θ δ θ θ≤ ≤ ≤ ≤  

)     :תחום העברה )2( ) ,1 ,21 1 ,f
p pHδ θ δ θ θ θ− +− ≤ ≤ + ≤ ≤  

)     :תחום ניחות שני )3( ) ,2 ,20 ,f
s sH θ δ θ θ π≤ ≤ ≤ ≤  

1,    :תחומי המעבר )4( ,1 ,2 ,2,s p p sθ θ θ θ θ θ< < < < 

2,:  שים לב ,1,s sδ δאינם בהכרח שווים  .  

   : לפיכך מגדירים

[ ]
[ ]

,1 ,1

,2 ,2

20log

20log
s s

s s

A dB

A dB

δ

δ

= −

= −
  

  : וכמקודם

{ } [ ]8.7 max ,pA dBδ δ+ −≈ ⋅ 

  BSמסנן  .4

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

י  תחומי נחום ניחות אחד ושכך שכאן יש ת, BPלמסנן " המשלים"י "הגדרות התחומים היא עפ

  . העברה

  : רים כאןימגד, בהתאמה
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 Multiband Filters   מסננים מרובי פסים .5
  

בשימושים מסוימים נדרשת תגובת תדר מורכבת יותר שאינה מתאימה לסוג אחד בלבד של המסננים 

פסים - מקבלים מסנן רב,גובה הרצויה בקטעיםבמקרים בהם ניתן לקרב את הת. הבסיסיים שתוארו לעיל

  . מסנן כזה מהווה לכן הכללה של ארבעת המסננים הבסיסיים. כמודגם באיור למטה

  

  

  : תחומי העברה )1(

( ) , , , , , 1f
k k k k p k p h k pC H C k Kδ θ δ θ θ θ− +− ≤ ≤ + ≤ ≤ ≤ ≤  

  :כאשר

, ,p kθ ה הוא הקצה התחתון של פס ההעברה- k .  

, ,p h kθהוא הקצה העליון של פס ההעברה ה  - k .  

kC  -הגבר פס ההעברה ה  - k . 

  :תחומי ניחות )2(

( ) , , , , ,0 , 1f
s k s k s h k sH k Kθ δ θ θ θ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 
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 תגובת הפאזה של מסננים ספרתיים  8.2
הרי שלעיתים יש , של תגובת התדר) Magnitude(ימושי הסינון מתעניינים בעיקר בעצמה למרות שברוב ש

  . ין בתגובת הפאזה ובהבנת התנהגותהיענ

)כלומר (יציבים ורציונליים , סיבתיים, הדיון כאן יוגבל למסננים ממשיים )zH zרציונלית  (– RCSR .  

  אי רציפויות בפאזה 

)תהיה  )zH z מסנן( פונקצית תמסורת של מערכת (RCSR  .ניתן לבטא את תגובת התדר באופן , אזי

  : הבא

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jf ff f
R IH H jH H e θθ θ θ θ Ψ= + =  

  , כאשר

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ){ } ( )

( )

1
22 2

arctan 2 , , 0

0

f ff
R I

f f f
I R

f

H H H

H H H

H

θ θ θ

θ θ θ
θ

θ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎧ ≠⎪Ψ = ⎨
⎪ =⎩

  

  וכאשר

( ) ( ]arctan 2 , ,y x α π π= ∈ −  

  :  מקיימתα תכשהזווי

1 1
2 22 2 2 2

cos ; sinx y

x y x y
α α= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

) - מכיוון ש )zH zת על מעגל היחידהי היא פונקציה אנליט ,( )fH θהיא פונקציה רציפה ב - θ .לכן ,

( )| |fH θאף היא רציפה ב - θ . הפאזה( )θΨאף היא רציפה ב - θמלבד שני המקרים הבאים :  

) עבורה מתקיים 0θבכל נקודה  )1( )0 0f
IH θ = ,( )0 0f

RH θ )מתקבל , > )0θ πΨ י "עפ (=

)כי הגדרת תחום ער )θΨ( .אם , לכן( )0
f

IH θ −
) או  )0

f
IH θ +

אזי , הם שליליים) או שניהם (

( )0θ
−Ψ או ( )0θ

+Ψ) יהיו בעלי ערך ) או שניהםπ− - ב2π פאזה של  ומתקבלת לכן קפיצת←

0θ θ= . של נקודות כאלה בתחום סופינראה בהמשך שקיים רק מספר π θ π− < ≤  . 

  

 

 

לא מוגדרת

Re 

Im 
π 

-π 
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) עבורה מתקיים 0θבכל נקודה  )2( ) 0fH θ כפי . זה שם אינה מוגדרתהפא) אפס על מעגל היחידה (=

אך לא תמיד , ניתן לעיתים להגדיר את ערך הפאזה בנקודה כזו כך שתשמר הרציפות, שנראה בהמשך

 . הדבר אפשרי

  משפט

)אם  )zH z היא RCSR , אזי( ) 0f
IH θ π רק במספר סופי של נקודות בתחום = θ π− < ≤ .  

  הוכחה

שימוש בקשר 
jz e θ= ,נותן, כשדנים בתגובת תדר :  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 1

1

1 1
2 2

2

f f f
I

j

jz e

z e

b zb z
H H H

j j a z a z

b z a z b z a z

j a z a z

θ

θ

θ θ θ
−

−

− −

−

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= − − = −⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

−
=

⋅

  

)ולכן   )f
IH θב (םהמונה הוא פולינו. מתאפס כאשר המונה מתאפס - zו -

1z− (סופי ולכן יש לו מספר 

1zשרק חלקם על (של אפסים  =(. 

  ייצוג עם פאזה רציפה 

)ראינו לעיל שהפאזה אינה מוגדרת כאשר  ) 0fH θ נשאלת לכן השאלה האם ניתן להגדיר את . =

( )θΨ בנקודות בהן ( )fH θ לא תמיד –התשובה לכך היא .  שתתקבל פאזה רציפה מתאפסת כך, 

  : כמודגם להלן

  

  דוגמה

  

( )

( ) ( )1
2

11

1 2sin
2

z

jf j

H z z

H e e π θθ θθ

−

−−

= −

⎛ ⎞= − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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  :ולכן

( )

( )

2 sin
2

, 0
2 2

, 0
2 2

fH θθ

π θ θ π
θ

π θ π θ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ − < ≤⎪⎪Ψ = ⎨
⎪− − − ≤ <
⎪⎩

  

   .]זה מהפאπהסינוס הוא שלילי ומחסירים ' סימן פ,  שלילייםθעבור ערכי : הערה[

0 -כאשר ב 0θ θ= )כי ( הפאזה אינה מוגדרת = )0 0fH θ =( .  

) - נשים לב ש )0 2
πθ −Ψ = − ,( )0 2

πθ +Ψ  בפאזה בנקודה π ולכן ישנה קפיצה של =

0 0θ θ= ) להגדיר שם ערך של לא ניתן, לפיכך. גם באיור להלןכמוד, = )0θΨ שיביא לרציפות 

  . הפאזה בנקודה זו

  

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  משפט

)תהיה  )zH z פונקצית תמסורת של מערכת RCSR .הפאזה , רציפות של הפאזה-בכל נקודת אי, אזי

  . 2π - או בπ -ב  קופצת 

  הוכחה

  

  : ראינו לעיל שהפאזה קופצת בשני מקרים

) עבורה 0θ בכל נקודה 2πקפיצה של  )1( )0 0F
IH θ ) - ו= )0 0f

RH θ ) -ש קיים ומת> )0
f

IH θ −
 

)או  )0
f

IH θ +
 . שליליים) או שניהם (

)2( ( )0 0fH θ  .  שישמור על רציפות הפאזה0θ - ולא ניתן להגדיר ערך לפאזה ב=

  

  . נשאר לכן לבחון את המקרה השני

) -מכיוון ש )zH zמתקבל ,  היא רציונלית( )0 0fH θ ) - רק כאשר ל= )zH z יש אפס בנקודה 

0jz e θ=.  

  :אזי ניתן לרשום. mשמדובר באפס מרובה שסדרו , במקרה הכללי, נניח

( ) ( )( )0 1
1 1

mjz zH z H z e zθ −= −  

  , בדומה לדוגמה לעיל, ולכן

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

1
02

1

0
1

1

2sin
2

mjf f

m
j mf

H H e

H e

θ θ

π θ θ

θ θ

θ θθ

− −

− −⎡ ⎤⎣ ⎦

= −

⎧ − ⎫⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

  

) -ומכיוון ש )01 0fH θ )ההתנהגות המקומית של , ≠ )0θΨ 0 סביבθאינה מושפעת מ  - ( )1
fH θ .  

הגורם (הרי שפונקצית הסינוס אינה משנה סימן והפאזה נשארת רציפה , א זוגיו הmאם , כעת

  ). באקספוננט

0θ - מפונקצית הסינוס משנה סימן במעבר, זוגי- אי mאם 
−

0θ -  ל
+

  .  בפאזהπמתקבלת קפיצה של ו 

1mבדוגמה לעיל ( = ,0 0θ = .( 
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 היא תוצאה מכך שעוצמת תגובת π -מדרך הוכחת המשפט לעיל בולטת העובדה שהקפיצה של הפאזה ב

)התדר  )( )fH θדרתהי הג"עפ,  היא גודל חיובי .  

  . כדי למנוע קפיצה זו ניתן להגדיר גודל חדש שייצג את העוצמה אך ירשה גם שינוי סימן

)של תגובת התדר ויסומן על ידי " אמפליטודה"הגודל החדש קרוי  )A θ)  עם סימן כלשהוממשיגודל  .(  

  )הגדרת פאזה רציפה (משפט

) בעלת פונקצית תמסורת RCSRניתן לבטא את תגובת התדר של מערכת  )zH zבאופן הבא  :  

( ) ( ) ( )jfH A e φ θθ θ=  

)כאשר  )A θ ו) חיוביתלא בהכרח (ממשית היא - ( )φ θ רציפה היא.   

  הוכחה

)ההוכחה היא על ידי בנית הפונקציות  ) ( ),A θ φ θ מתוך ( ) ( ),fH θ θΨכדלקמן,  הנתונות :  

,...,1,2יהיו  , ii µ θ= ,רציפות בתחום - נקודות האי( ),π π− ונסמן את נקודות הקצה של התחום על 

0ידי  1, µθ θ   : כך שמתקיים, +

0 1 2 1... µ µπ θ θ θ θ θ π+− = < < < < < =  

  : מגדיריםאזי 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11
0,1,...,

ik f
i i

i

A H
ik

θ θ θ θ θ
µφ θ θ π
+

⎫= − < <⎪
⎬ ==Ψ + ⎪⎭

  

  כאשר

0

1

0
, 1,2,...,

1
2 2

i i i

i

k
k k J i

if phase Jump
J

if phase Jump

µ
π
π

−

=

= − =

± = ±⎧
= ⎨± = ±⎩

  

  :רציפות-האיובנקודות 

( ) ( ) ( ) ( )lim , lim , 1,2,...,
i i

i iA A i
θ θ θ θ

θ θ φ θ φ θ µ
↑ ↑

= = =  

iθכאשר  θ↑מסמן התקרבות ל  - iθבניה זו של .  מלמטה( )φ θ הרציפות בכל אחת  מבטיחה שמירת

,...,1,2מהנקודות  , ii µ θ= ,כמודגם באיור הבא:   
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  הערות

)1( ( )A θ 1 בתחוםi iθ θ θ +<  שלם חיובי או ik(זוגי -  איikבור  זוגי ושלילי עik הוא חיובי עבור >

 ). שלילי

) ולהחליף את סימן φ - לπ כיוון שאפשר להוסיף אינו יחידהייצוג לעיל  )2( )A θאו להוסיף ,  בהתאם

):  קובעיםיחידות הייצוגכדי להבטיח את . φ - ל2πות של לוכפ )0 0φ π≤ <. 

)התקבלה   העליוןבדוגמה שבאיור )3( )φ θתחתוןהכמודגם באיור ,  הדבר אינו הכרחי.זוגית-  אי שהיא  - 

)ינו קודם עבור הדוגמה שרא )( )11zH z z−= −. 

)ניתן להגדיר את , במידת הצורך )4( ) ( ),A θ φ θ בנקודות הקצה של התחום על ידי 

( ) ( )limA A
θ π

π θ
↑

=  ;( )
( )

( )limA A
θ π

π θ
↓ −

− ) ובאופן דומה עבור = )φ θ . 

π

-π 

( )φ θ

                 J1=-2                      J3= 2                                                            J5=1                J6=2     J7=-1            J8=-2 
 
-π         θ1                   θ2 J2 =-1 θ3               θ4   J4=1          0                  θ5                           θ6        θ7                      θ8                      π        θ          

π

-π 
-π   k0=0  θ1      k1=2     θ2 k2=2 θ3     k3=1      θ4       k4=0    0      k4=0      θ5   k5= -1      θ6 k6=-3 θ7    k7= -2       θ8  k8=0  π        θ        
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  פאזה לינארית 

)             נתבונן במסנן ) ( )z L f j LH z z H e θθ− −= → =)      Lשלם (  

)עבור מסנן זה  )fH θ וכן ( )A θנתונה על ידי הרציפהוהפאזה ,  1 - שווים ל ( ) Lφ θ θ= − .  

]תהיה  ]y nתגובה לסדרת כניסה  ה[ ]x n .אזי,   

( ) ( ) [ ] [ ]z L zY z z X z y n x n L−= → = −  

  .  דגימות וכמובן אינו מעוות את אות הכניסהL של השהייה טהורההמסנן מייצג , כלומר

  : נתבונן כעת במסנן הבא

( )
( ) ,

1 2

               ,

j L
f eH

θ δ θ θ θθ
− +⎧⎪ ≤ ≤= ⎨

⎪⎩
  

0,  שלם- L:  כאשר 1δ≤ <.  

]נמצא את התגובה  ]y n לכניסה [ ]x n1 לתחום  מוגבלת סרט ה שהתמרת 2θ θ θ≤ ≤:  

[ ] ( ) ( )1
2

j n Lfy n X e d
π

θ δ

π

θ θ
π

− −

−

= ∫  

)   ובהצגת  ) [ ]f jm

m
X x m e θθ

∞
−

=−∞

=    נקבל∑

[ ] [ ] ( )

[ ] ( )

1
2

sinc

j n m L

m

m

y n x m e d

x m n m L

π
θ δ

π

θ
π

δ

∞
− − −

=−∞ −

∞

=−∞

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= − − −

∑ ∫

∑
  

0δעבור  • ] מתקבל = ] [ ]y n x n L=  עבור אותות כניסה כהשהיה טהורה והמסנן מתנהג לכן −

1המוגבלים לסרט  2θ θ θ≤ ≤. 

0δעבור  • ותו כמפיק את ערכי האות בזמן רציף אשר ניתן לרא,  המסנן מתנהג כאינטרפולטור≠

( )x t בנקודות הזמן ( )t n L Tδ= − )כאשר , − )x t מוגבל סרט לתחום 

1 2/ /T Tθ ω θ≤  רטור מתייחסים לכן למסנן זה כאופ   .T ונדגם במרווח דגימה ≥

"interpolated delay "")ל"בדיד המוגבלים לסרט הנ- עבור אותות זמן") השהיית ביניים .  

  

שרירותי אחרת
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  מסנן כללי בעל פאזה לינארית

   היא מהצורה ייצוג פאזה רציפהזהו מסנן שתגובת התדר שלו ב

( ) ( ) pjfH A e θτθ θ −=  

  ). מספר חסר מימד הנמדד במונחים של מספר דגימות) (Phase delay"  (השהיית הפאזה" מכונה pτהגודל 

)אם :  הערה ) 1A θ ) - בתחומי העברה מסוימים ו≈ ) 0A θ הרי שהמסנן מתנהג ,  ביתר התחומים≈

  . כהשהיה טהורה עבור אותות בתחום ההעברה) בקירוב(

  :  היאמסנן כלשהושל " ה פאז–השהיית "הגדרה כללית של 

( ) ( )
p

φ θ
τ θ

θ
−  

  ). בלתי תלויה בתדר  (פאזה קבועה–א בעל השהייתובעל פאזה לינארית המסנן , כלומר

  

  פאזה לינארית מוכללת 

  :  לתגובת התדר0φנבחן כעת את המשמעות של הוספת פאזה קבועה 

( )

( )

( )

0

0

1 2

2 1

,

,

j j L

j j Lf

e

H e

φ θ δ

φ θ δ

θ θ θ

θ θ θ θ

− +

− − +

⎧ ≤ ≤
⎪⎪= − ≤ ≤ −⎨
⎪
⎪⎩

  

  .  שבר- δ,  שלם- L, כמקודם

  : נמצא את תגובת המסנן לאות כניסה מאופנן אמפליטודה

[ ] [ ] ( )cos cv n x n nθ= , כאשרcθ הגל הנושא הוא תדר) carrier (ו- [ ]x nוטפתע ה )envelope .(  

] -נניח ש ]x n0 - מוגבל סרט לθ θ≤ וקיים   

1 0 0 2c c cθ θ θ θ θ θ θ≤ − < < + ≤  

 
  

  : ה של האות המאופנןיהתמרת פורי

( ) ( ) ( )0.5 0.5f f f
c cV X Xθ θ θ θ θ= − + +  

  

  

  

 שרירותי        ,              אחרת 

0           θ1          θC           θ2        π        θ   

           θC – θ0        θC + θ0              

              2θ0          
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  , ולכן

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

0

0

0.5

0.5

c c

c c

j L j j Lf f
c

j L j j Lf
c

Y X e e

X e e

θ θ δ φ θ δ

θ θ δ φ θ δ

θ θ θ

θ θ

− − + − +

− + + − + +

= −

+ +
  

  : וההתמרה הפכית נותנת

[ ] [ ] ( )0 0cos cy n w n n Lθ φ θ δ= + − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

]כאשר  ]w n היא ההתמרה ההפכית של ( ) ( )j LfX e θ δθ − +
]כלומר האות ,  ]x n במובן של ( מושהה

Interpolated Delay של L δ+ .(  

   .משפיע רק על רכיב הגל הנושא ולא על העוטפת 0φ - התוצאה לעיל מראה ש

  היא מהצורה, בייצוג פאזה רציפה, מסנן שתגובת התדר שלו

( ) ( ) ( )0 gjfH A e φ θτθ θ −
= , 

  ).GLP) (GLP – Generalized Linear Phaseמסנן   (פאזה לינארית מוכללתמסנן בעל מכונה 

  ). חסר מימד(של המסנן ונמדד בדגימות ) Group delay" (שהיית החבורהה" נקרא gτפוע יהש

)אם  ) 1A θ ) -  בתחומי העברה מסוימים ו≈ ) 0A θ משהה את הרי שהמסנן ,  בשאר התחומים≈

עבור אותות , ) דגימותgτ של interpolated delay – אינו שלם gτואם ( דגימות gτ- ב     העוטפת

  . המוגבלים לתחום ההעברה

  : היאמסנן כלשהושל " השהיית החבורה"הגדרה כללית של 

( ) ( )
g

d
d
φ θ

τ θ
θ

= −  

   .קבועgτהוא בעל ) GLP( פאזה לינארית מוכללתמסנן בעל , לכן

  

  GLP הגבלות על מסנני

)תכונת המחזוריות של  )fH θב - θ , 2במחזורπ , והממשיות של( )A θ ושל [ ]h n מכתיבות 

  :GLP של מסנן gτ - ו0φהגבלות על הפרמטרים 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 22 2g g gj jf fH A e A e Hφ θτ φ θτ π τθ θ θ π θ π− − −
= = + = +  

  ולכן 

( ) ( ) 22 gjA A e πτθ θ π −= +  

) - אך מכיוון ש )A θ2  , ממשית gτ חייב להיות מספר שלם.  
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  : מתקבלים כך שני מקרים

)1( g Mτ )   -כך ש,  שלם-  = ) ( )2A Aθ θ π= +.  

)2( 0.5g Mτ = +) 2 gτכך ש, ) שלם-   ( ) ( )2A Aθ θ π= − + 

)ולכן  )A θ 2 אינה מחזורית במחזורπ 4 אלא במחזורπ :( ) ( )4A Aθ θ π= + .  

] - מכיוון ש, בנוסף ]h nמתקיים,  ממשית :( ) ( )f fH Hθ θ− =  

  , ולכן

( ) ( ) ( ) ( )0 0g gj jA e A eφ θτ φ θτθ θ+ − −
− =  

  , כלומר

( )
( )

02j A
e

A
φ θ

θ
=

−
  

) -מכיוון ש )A θ02גם , משית מje φ
 : חייבת להיות ממשית ושוב מתקבלים שני מקרים

)1( 0 0φ =  ( )02 1je φ )ולכן , = ) ( )A Aθ θ= gבמקרה זה . זוגית היא פונקציה − pτ τ= 

  .השהיית פאזה קבועהולמסנן יש 

)2( 0 2
πφ = ( )02 1je φ = ) ולכן ,− ) ( )A Aθ θ= −  .זוגית-אי'  היא פ−

  !) בשני המקריםקבועהכמובן שלמסנן יש השהיית חבורה (

  

  :יכול להיות אחד מתוך ארבעת הטיפוסים הבאים) GLPמסנן (מסנן בעל פאזה לינארית מוכללת : לסיכום

0

0

0

0

Type-I : 0 ,

Type-II : 0 , 0.5

Type-III : / 2 ,

Type-IV: / 2 , 0.5          

g

g

g

g

M

M

M

M

φ τ

φ τ

φ π τ

φ π τ

= = ⎫⎪
⎬= = + ⎪⎭

= = ⎫⎪
⎬= = + ⎪⎭

 

  

  

  

  

  

  

פאזה -השהיית
 קבועה

 השהיית-פאזה לא קבועה 
 אך

רה קבועהוחב–השהיית  
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  סיבתיים GLP הגבלות על מסנני
  

   כללי GLPניתן לרשום עבור מסנן 

( ) ( ) ( )0 gjfH e Aφ θτθ θ− −
=  

0נניח  )1( 0φ 2 ונחשב את = gh nτ⎡ ⎤−⎣ ⎦ : 

( ) ( )

( ) ( )

212
2

1
2

g

g

j nf
g

j n

h n H e d

A e d

π
θ τ

π
π

θ τ

π

τ θ θ
π

θ θ
π

−

−

−

−

⎡ ⎤− = =⎣ ⎦

=

∫

∫
  

  : המשוואה לעילעל " צמוד הקומפלכסי"נפעיל את אופרטור ה

( ) ( )

( ) [ ]

12
2

1
2

gj n
g

f j n

h n A e d

H e d h n

π
θ τ

π
π

θ

π

τ θ θ
π

θ θ
π

−

−

−

⎡ ⎤− = =⎣ ⎦

= =

∫

∫
  

] - הרי ש, אם המסנן סיבתי ] 0h n 0n עבור = ] - ולכן נובע מהמשוואה האחרונה ש> ] 0h n  עבור =

2 gn τ> .  

  .  משך סופי התגובה להלם של המסנן היא בעלת, לפיכך

1N בעל FIRהמסנן הוא לכן מטיפוס  )מקדמים + )2 gN τ= תנאי סימטריה ומקיים :

[ ] [ ]h n h n N= − .  

 

0עבור   )2( / 2φ π=ל " נקבל בדומה לנ[ ]2 gh n h nτ⎡ ⎤− = −⎣  N דרמס FIR ושוב מתקבל מסנן ⎦

)1N 2,  מקדמים+ gN τ= ( סימטריה-תנאי אנטיאשר הפעם מקיים   :[ ] [ ]h n h N n= − − . 

2:  הערה gN M Mτ= ←   ;)זוגי- מספר מקדמים אי>   --- סדר זוגי   (=

2 1 0.5gN M Mτ= + ← =  ; )מספר מקדמים זוגי>   --- זוגי  -סדר אי(  +

  :ניתן לרשום את המשפט הבא, לסיכום

או (עם השהיית פאזה , FIRהוא בהכרח מטיפוס ) מוכללת(ארית י בעל פאזה לינ RCSRמסנן :  משפט

 .)סימטרית-או אנטי(התגובה להלם של המסנן היא סימטרית .  שערכה מחצית מסדר המסנן)חבורה
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 מסננים מיוחדים  8.3

  )Minimum-Phase – MP   (מסננים עם פאזה מינימלית .1

)תהיה  )zH z פונקצית תמסורת של מסנן RCSR . יציבות המסנן והסיבתיות שלו מכתיבים שכל

  . לעומת זאת אין כל הגבלה על מיקום האפסים. הקטבים של פונקצית התמסורת הם בתוך מעגל היחידה

) אפס של β יהיה )zH z ,כך שניתן לרשום :  

( ) ( ) ( )1
01z zH z z H zβ −= −  

)אם נחליף את הגורם  )11 zβ ) בגורם −− )1zβ  - שיש לו אפס ב−−
1z
β

נקבל מסנן בעל , =

)  מסורת פונקצית ת ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 0 01z zH z z H z z H zβ β β− − −= − = −   

)המתאפיין בכך שהוא מקיים  ) ( )1
f fH Hθ θ=  .  

  : זאת ניתן לראות מתוך

( ) ( ) ( )
( )

1

1

1 1

1

j

j

j j j j

z e

j

z e

z e e e e

e z

θ

θ

θ θ θ θ

θ

β β β

β

− − − −

=

− −

=

− =− − = − −

=− −
  

  

אזי ,  הוא מחוץ למעגל היחידהβשאם האפס ) B. Porat בספר של 8.4.7ראה סעיף (ניתן אז להראות 

) של המסנן השהיית החבורה )1
zH z , שהאפס שלו הוא

1
β

קטנה מזו של , )בתוך מעגל היחידה (

( )zH zבכל התדרים  .  

  .)MP (מסנן פאזה מינימלית  מכונה מעגל היחידהל שאין לו אפסים מחוץ RCSRמסנן , לפיכך

) MP( במסנן פאזה מינימלית , בעל פאזה מינימליתו שאינRCSRור לעיל שניתן להמיר מסנן ברור מהאמ

) בעל אותו )fH θ ,בתוך מעגל צאעל ידי החלפת כל אפס מחוץ למעגל היחידה באפס הפכי צמוד הנמ 

   .ברמקדם ההגכ יש להתאים גם את "כשבד, היחידה

  ). Max Phase  (כמסנן פאזה מכסימליתץ למעגל היחידה מוגדר מסנן שכל אפסיו מחו:  הערה
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 )Pass-All)  AP מסנני .2

   :מסנן שתגובת התדר שלו היא בעלת התכונה

0c ),  θ   לכל   ;    קבוע ממשי-< )fH cθ =  

 רכיבי התדר של אות הכניסה עם אותו שינוי כלמכיוון שהוא מעביר את , )All-Pass) APמכונה מסנן 

  . עצמה

  נתבונן למשל במסנן

( )
1

1 , , 1
1

z a zH z z a a
az

−

−
−

= > <
−

  

  ). RCSR(יציב ) תגובת הלם בעלת משך אינסופי (IIRזהו מסנן 

  :תגובת התדר שלו היא

( ) 1
1 1

j j
f j

j j
a e aeH e

ae ae

θ θ
θ

θ θθ
−

−
− −

− −
= = −

− −
  

)                       ולכן  ) 1fH θ =  

ניתן להכליל זאת למסנן מסדר גבוה יותר . שהאפס שלו הוא ההפכי הצמוד של הקוטב APזהו אם כך מסנן 

 אם מספר האפסים שווה למספר APהמסנן יהיה . תמסורת רציונלית עם מספר כלשהו של קטבים' בעל פ

ל פונקצית התמסורת תהיה הצורה הכללית ש. הקטבים וכל אפס הוא ההפכי הצמוד של קוטב מתאים

  , לפיכך

( )
1

1
1

, 1
1

p
z k

k
k k

zH z
z

α
α

α

−

−
=

−
= <

−
∏  

  .הרי שכל קטביו הם בתוך מעגל היחידה ולכן כל אפסיו הם מחוצה לו, RCSR הוא APאם מסנן 

  : ניתן להצגה באופן הבאכלשהו RCSRמסנן , כמו כן

( ) ( ) ( )z z z
MP APH z H z H z=  

) אשרכ )z
MPH zהוא מסנן  MPו  - ( )z

APH z הוא מסנן AP שמספר הקטבים שלו כמספר האפסים של 

( )zH z למעגל היחידהמחוץ  .  
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  )FIR(הלם סופית -מסננים בעלי תגובת   .9

. מכאן שימושם הנרחב ביישומי עבוד ספרתי רבים. י מספר תכונות רצויות"ינים עי מאופFIRמסנני 

  .שבה נעסוק להלן, אריות הפאזהיהחשובה בתכונות אלו הינה תכונת לינ

)פונקצית התמסורת  )zH zדגם יחידה מתוארת במונחי התגובה ל:  

( ) [ ] [ ] [ ]11z NH z h o h z h N z− −= + + +…  

N–מסנן מסדר :  שים לב.  ( סדר המסנןN מכיל N+1מקדמים .(  

  

  טיפוסי מסננים   9.1

   )I )I-Type  מטיפוסFIRמסנני 

  :י"ינים עימאופ FIR ,Type-Iמסנני 

2N                     :דר זוגיס .1 M=  

]    :סימטריה .2 ] [ ]n n h N n= −  

0oφ            :פאזה התחלתית .3 =  

  

  :תגובת התדר

( ) [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( )

[ ] [ ] ( )

2 2

0 0
1 2

0 1

1

0
1

0
2 cos

M M
j M nf j n j M

n n
M M

j M n j M nj M

n n M

M j M nh N n e
n

M
j M

n

H h n e e h n e

e h M h n e h n e

e h M h n M n

θθ θ

θ θθ

θ

θ

θ

θ

−− −

= =

−
− −−

= = +

− − −−
=

−
−

=

= =

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑

⎧ ⎫
= + −⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦

⎩ ⎭

∑ ∑

∑ ∑

∑

����	���
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  :ניתן לרשום את תגובת התדר בצורה

( ) ( )f j M
IH e Aθθ θ−=  

          כאשר

( ) [ ] ( )

[ ] [ ]
[ ]

0
cos

, 0
2 , 1

M

I
n

A g n n

h M n
g n

h M n n M

θ θ
=

=

⎧ =
= ⎨ − ≤ ≤⎩

∑
 

  

)דוגמא )3M =:  

[ ] [ ]1,0.5, 0.3,1.2, 0.3,0.5,1h n = − −  

)     -מוביל ל ) ( ) ( )1.2 0.6cos cos 2 2cos 3IA θ θ θ θ= − + + 

 
 

  )II )II-Type מטיפוס FIRמסנני 
  

  י" מאופינים עFIR  ,Type-IIמסנני 

2             :זוגי-סדר אי .1 1N M= +  

]    :סימטריה .2 ] [ ]h n h N n= −  

0oφ                     :פאזה התחלתית .3 =  

  

  :תגובת התדר במקרה זה

( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

1 12 1 2 1
2 2

0 0

1 1 12 1
2 2 2

0 1

1
2

0
1
2 12 cos

2

M Mj M j M n
f j n

n n

M Mj M j M n j M n

n n M

j M nM
h N n e

n

j M

H h n e e h N n e

e h n e h n e

e h n M n

θ θ
θ

θ θ θ

θ

θ

θ

θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +− + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+− + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = +

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠−

=

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = −

⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

= + −

∑ ∑

∑ ∑
�����	����


0

M

n=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∑

  

  

  



הפקולטה להנדסת חשמל                         . ל. ט.  מ–הטכניון                            9 -רז   פרק. ש, מלאך. ד  
 מבוא לעיבוד ספרתי של אותות

9 - 3 

   
  פונקצית האמפליטודה מקבלת את הצורה

( ) ( )

( ) [ ] ( )

1
2

0

,

cos cos
2

j M
f

II
M

II
n

H e A

A g n n

θ
θ θ

θθ θ

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
  

  

):     ששים לב ) 0IIA π   .HP -ולכן מסנן מטיפוס זה אינו מתאים ל=

  

]המקדמים   ]g nל, בקרה זה,  מתייחסים- [ ]h nבאופן הבא .  

  :נקבל

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

0 0

0

1

cos cos cos cos
2 2

1 1 1cos cos
2 2 2

1 11 cos
2 2

1 1 1cos 0 co
2 2 2

n M nM M

II
n n

M

n
M

n

A g n n g M n M n

g M n M n M n

g M n g M n M n

g M M g

θ θθ θ θ

θ θ

θ

θ

→ −⎯⎯⎯⎯⎯→

= =

=

=

= = − −⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + + − −⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤= − + − + − + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑

∑

s
2
θ

    

  מההשוואה עם

( ) [ ]
0

12 cos
2

M

II
n

A h n M nθ θ
=

⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

  :נובעים היחסים

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 , 0
2

1 12 1 , 1 1
2 2
1 1 ,
2

g M n

h n g M n g M n n M

g g o n M

⎧ =⎪
⎪
⎪= + − + − ≤ ≤ −⎨
⎪
⎪ + =⎪⎩

 

]ניתן לחשב את  ]g n מתוך [ ]h n הבאה בצורה רקורסיבית המבוססת על מערכת המשוואות ההופכית:  

  

  

  

  



הפקולטה להנדסת חשמל                         . ל. ט.  מ–הטכניון                            9 -רז   פרק. ש, מלאך. ד  
 מבוא לעיבוד ספרתי של אותות

9 - 4 

  

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

4 0
4 0 1 , 1 1

0 2 1 / 2

g M h
g M n h g M n n M
g h M g

⎧ =
⎪ − = − + − ≤ ≤ −⎨
⎪ = −⎩

  

1n   -ההליך מתחיל ב =:  

        

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 4 1

2 4 2 1

1 4 1 2
10 2 1
2

g M h g M

g M h g M

g h M g

g h M g

− = −

− = − −

= − −

= −

#  

  

  

  B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור
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  )III )III-Type מטיפוס FIRמסנני 
  

  י" מאופינים עFIR  ,Type-IIIמסנני 

2N   :                    סדר זוגי .1 M=  

]              :סימטריה-אנטי .2 ] [ ]h n h N n= − − 

:                              פאזה התחלתית .3
2o
πφ =   

  

( ) ( )

( ) [ ] ( )

[ ] ( )

2

1

0
1

2 sin

sin cos

j M
f

III
M

III
n

M

n o

H e A

A h n M n

g n n

π θ
θ θ

θ θ

θ θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

=
−

=

=

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

=

∑

∑

  

  

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 4 0
2 4 1

4 1 2 , 3 1
10 2 1 2
2

g M h
g M h
g M n h n g M n n M

g h M g

⎧ − =
⎪ − =⎪⎪
⎨ − = − + + − ≤ ≤ −
⎪
⎪ = − +
⎪⎩

 

)          :כאן ) ( )0 0III IIIA A π= =  

, ולכן טיפוס זה אינו מתאים למסנני ,LP HP BS  .או מסנן הילברטכ משתמשים בטיפוס זה לתכן "בד 

  .מסנן גוזר
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  )IV )IV-Type מטיפוס FIR מסנני
  

  י" מאופינים עFIR  ,Type-IVמסנני 

2    :                   זוגי-יסדר א .4 1N M= +  

]                  :סימטריה-אנטי .5 ] [ ]h n h N n= − − 

:                                    פאזה התחלתית .6
2o
πφ =   

( ) ( )

( ) [ ]

[ ] ( )

1
2 2

0

12 sin
2

sin cos
2

j M
f

IV
M

IV
n

M

n o

H e A

A h n M n

g n n

π θ
θ θ

θ θ

θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=

=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

  

  

  

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

4 0

4 1 ,   1 1
10 2 1
2

g M h

g M n h n g M n n M

g h M g

=

− = + + − ≤ ≤ −

= +

 

):   שןומכיו )0 0IVA   .BS או LPטיפוס זה לא מתאים למסנני , =
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  כום תכונותיס

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( )

1
2

0
cos

j Nof

K

k

H A e

A F G

G g k k

φ θ
θ θ

θ θ θ

θ θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

=

= ∑

  

N–סדר המסנן  .  

  

IV III II I Type 

odd even odd even Order 
  סדר המסנן 

Anti- 
Symmetric 

 

Anti- 
Symmetric  

[ ] [ ]h n h N n= − −

Symmetric Symmetric 
[ ] [ ]h n h N n= −

Symmetry of 
[ ]h n 

Anti- 
Symmetric 

Anti- 
Symmetric 

Symmetric Symmetric Symmetry of 
( )A θ 

4π 2π 4π 2π ( )A θPeriod of   
0.5π  0.5π  0  0  oφ 

( )sin 0.5θ  sinθ  ( )cos 0.5θ 1 ( ) ( )9.23F inθ 

( )1 / 2N −  ( )2 / 2N −  ( )1 / 2N −  2N ( )9.23K in  

See  (9.21)  See  (9.16)  See  (9.10)  See  (9.5)  [ ] ( )9.23g n in  

0 0 abritrary abritrary ( )0fH  

abritrary 0 0 abritrary ( )fH π  

Differentiators, 
Hilbert transformers 

LP, BP LP, HP, BP, BS, 
Multiband filters 

Uses 

 

Table 9.1 Properties and parameters of the four FIR filter types 

  B. Poratמתוך ספרו של הטבלה 
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  Z –תצורת האפסים במישור 

( )zH z-מסנן ל פונקצית התמסורת ש FIRארית מסדר י בעל פאזה לינNותגובה ממשית לדגם יחידה   .

  :נקבל

( ) [ ] [ ] ( )

( )
[ ]

[ ]

( )

1

0 0

'

' ' 0

N N
N nz n N

n n
N

N n N z

n N n n
h n

H z h n z z h n z

z h N n z z H z

− −−

= =

−

= − = ′±

= =

′= − = ±

∑ ∑

∑��	�


  

 :מסקנות

)הינו אפס של  0zאם  .1 )zH z  אז בהכרח גם 
1

0z
−

) מהווה אפס של )zH z. 

]  - מהעובדה ש .2 ] [ ]h n h n= 0 נובע שאםz הינו אפס של ( )zH z 0 אזיz  בהכרח אפסהוא.  

  .באיור הבאזוגות או כבודדים כמתואר , האפסים עשויים להופיע ברביעיות, אי לכך

  

  
  B. Poratמתוך ספרו של  האיור
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  דוגמא

  

  : מספר הלימוד9.5להלן דוגמא 

)    :נתון ) 1 2 3 4 5 61 1 7 1 1 11
2 4 8 2 4 8

zH z z z z z z z− − − − − −= − + + − + −  

) בעל אורך מינימלי כך שהאפסים של אריתיפאזה לינמציאת מסנן :  המטרה )zH zקבוצה של -  יהוו תת

)המסנן החדש )1
zH z.  

)האפסים של  )zH z) י שימוש בפקודת "ניתנים לחישוב עmatlab  :roots (הינם:  

( )1 2 3 5
4 6

1 1 11,  ,  1 3 ,  
2 2 2

j jβ β β β= − = = ± = ± 

( )1
zH z7          :דהיינו, חייב להכיל אפסים נוספים 8

9
2 , 2jβ β= = ± 

  -שמאחר :  הערה
1

1 1 1β β −= =   - ומאחר ו−
1

3 4β β ) לשכפלם  אין צורך=− )
4
3 1β =.  

  :לסיכום

( ) ( )( )( )

( )

1 2
1

1 2 3 4 5 6

7 8 9

1 2 1 4

5 21 77 11 11 771
2 4 8 4 4 8

21 5 9
4 2

z zH z H z z z

z z z z z z

z z z N

− −

− − − − − −

− − −

= − + =

= − + − + + −

+ − + =

  

)מציאת מסנן פאזה מינימלית :  הימטרה שני )( )2
zH zר זהה לזאת של  בעל אמפליטודת תגובת תד

( )1
zH z. ( )2

zH z  מכילה את( )zH zל עצמו כפקטור מכפי)  ( )zH z וכמו כן )  מינימלית–בעל פאזה

דהיינו את , 7,8,9βאת המשלימים ההופכיים לאפסים  
1

7,8,9β −
מצויים מחוץ למעגל  7,8,9β: שים לב( 

  ).היחידה

  :מתקבל אם כן

( ) ( )( )( )
(

)

1 2
2

1 2 3 4 5

6 7 8 9

1 0.5 1 0.25

1 0.75 0.5 0.8125 0.6875

0.4844 0.1875 0.0625 0.0156

z zH z KH z z z

K z z z z z

z z z z

− −

− − − − −

− − − −

= − + =

= − + + − +

− + − +

  

) של DC - נבחר כך שהגברי הKהמקדם  )1
zH zו - ( )2

zH zדרישה זו כידוע אקויולנטית .  יהיו זהים

8K:   במקרה זה.   סכום המקדמיםשיווןלדרישת   = −.
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  RIF תכן מסנני   29.

  י קטימת התגובה להלם" עFIRתכן מסנני 

]י תגובת הלם "ינות עידר אידיאליות מאופתגובות ת ]( )h n אולם ממשפט , שארכה בהכרח אינסופית

] -ש ע בפרסוול נו ]h nקטימת הטור האינסופי מימין ומשמאל תיצור מסנן .  הינה בעלת אנרגיה סופית

FIR לאחר הקטימה ניתן להזיז את הסדרה . הרצויה) האידיאלית(את תגובת התדר ) כך מקווים( המקרב

). IRTאו  (response truncation-impulse -טת היזה הרעיון הבסיסי של ש. הקטומה ולהפכה לסיבתית

]( לאפס תיאלי היא או שווה זהותיתגובת הפאזה של מסנן איד ]h n- או שווה ל) סימטרי- / 2π) [ ]h n- 

  ).סימטרי-אנטי

](בכל מקרה המקדמים  ]h n (0 המכילים את עיקר האנרגיה ממוקמים סביבn הגיוני לבצע , אי לכך. =

0n את קטימת הסדרה סביב ל מגביל את "ההליך הנ. אריתיר פאזה לינהזזת הסדרה למצב סיבתי תיצו .=

)כלומר למספר אברים ,  זוגי(N)המסנן לסדר  )0 n N≤ גבלים בהכרח נים אלו מואי לכך מסנ, זוגי-  אי≥

  .III או Iלקבוצה 

י הוספת פאזה ליניארית "אלי עי ניתן להכליל את המסנן האיד,כדי להשתחרר מאילוץ זוגיות סדר המסנן

1
2

j N
e

θ−
הקטימה המתבצעת לאחר מכן בתחום   ).לאחר הקטימה( הינו סדר המסנן המבוקש Nכאשר , 

0 n N≤   . זוגייםN אינה מוגבלת לערכי ≥

 

  : B. Porat)מתוך ספרו של  (להלן סיכום הצעדים

reresponse truncation FIR filter design procedu-Impulse  

1. Write the desired amplitude response ( )dA θ , according to the filter class: low pass, high 
pass, etc. 

2. Choose the filter’s phase characteristic:  integer of fractional group delay, initial phase 0 
or / 2π . 

3. Choose the filter’s order N. The ideal desired frequency response, including the phase, can 
now be written as 

( ) ( ) ( )0.5 0.5j Nf
ddH A e µ π θθ θ −=  

where 0µ =  for a symmetric filter, and 1µ =  for an anti-symmetric one.  
4. Compute the impulse response of the ideal filter, using the inverse Fourier transform 

formula 

[ ] ( ) ( )0.5 0.51
2

j N j n
d dh n A e e d

π
µ π θ θ

π

θ θ
π

−

−

= ∫  

5. Truncate the impulse response by taking 

[ ] [ ], 0 ,
0, .

dh n n N
h n

otherwise
⎧ ≤ ≤

= ⎨
⎩

 

)כ  "בד:  הערה )dA θפשוט כך ש -  [ ]dh nניתנת לחישוב אנליטי סגור .  
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  :י" עםמאופייני BP או LP ,HPמסננים אידיאליים מסוג 

( ) 1 21,
0,dA

otherwise
θ θ θ

θ
⎧ ≤ ≤

= ⎨
⎩

  

)1 0θ LP  ,2θעבור   = π=  עבורHP(  

0µנבחר     כלומר, )מסנן סימטרי (=

( )
1
2

1 2

0

j N
f

d
eH

otherwise

θ
θ θ θθ

−⎧⎪ ≤ ≤= ⎨
⎪⎩

  

  ומכאן

[ ]
1 11 2
2 2

2 1

2 1
2 1

1 1
2 2

1 1
2 2sinc sinc

j n N j n N

dh n e d e d

n N n N

θ θθ θ

θ θ

θ θ
π π

θ θ
θ θ
π π π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫

  

  :LPעבור 

[ ]
2

2

1
2sincd

n N
h n

θ
θ
π π

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  :HPעבור 

[ ]
1

1

1
1 2sinc
2d

n N
h n n N

θ
θδ
π π

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎝ ⎠= − − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  . זוגי– N -זאת בתנאי ש

  

  .HPאינו מתאים למימוש ) זוגי-  אי- II) N  מסנן מטיפוס :זכור
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1 בעל גבולות סרט BPתכן מסנן  0.2θ π=2-  ו 0.6θ π= ,  40וסדרN =:  

 

  
 B. Poratמתוך ספרו של  האיור
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אמפליטודת תגובת . (multi-band) סרט-מסננים מרובין ו לתכנIRTלהרחיב את שיטת , שיוללא ק, ניתן

  :התדר במקרה זה

( ) ( ) ( ) 1, 2,
, ,

1

,
;

0 ,

K
k k k

d d k d k
k

C
A A A

otherwise
θ θ θ

θ θ θ
=

≤ ≤⎧
= = ⎨

⎩
∑  

  ובהתאמה

[ ]
2, 1,

2, 1,
1

2 2sinc sinc
k kK

k
d k k

k

N Nn n
Ch n

θ θ
θ θ

π π π=

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∑  

  :י" המאופיין עFIR הבא מדגים מסנן איורה

1,1 2,1 1,2

2,2 1 2

80, 0.2 , 0.4 , 0.7 ,
0.8 , 1, 0.5

N
c c

θ π θ π θ π

θ π

= = = =

= = =
  

  
 B. Poratמתוך ספרו של  האיור
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. 

  גוזרים

  

  י"גוזר אנלוגי אידיאלי מאופיין ע

( )H jω ω=  

תגובת המסנן הספרתי , יאליתאיד. מסנן ספרתי יכול לקרב את הגוזר האידיאלי על פני תחום תדרים סופי

  :תהיה

( )fH j
T
θθ π θ π= − ≤ ≤  

מאחר ותגובת הפאזה האידיאלית הינה  
2
π

 IIIסביר להתמקד במסננים מטיפוס ,  סרט התדריםל על פני כ

  . IVאו 

  

  :ארית מובילה לתגובת התדריהוספת פאזה לינ

  

( )
1

2 2
j N

f
dH e

T

π θθθ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

  

  תגובת הלםול

  

[ ]

( )( )

( )

( )( )

( )

2

/ 2

/ 2 1/ 2

2

2

1
, ,

/ 2 2

0, ,
2

1
,

/ 2

Nj n

n N

n N

jh n e d
T

NN even n
n N T

NN even n

N od d
n N T

π θ

π

θ θ
π

π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

−

− −

= =

⎧ −⎪ − ≠
−⎪

⎪
⎪= − =⎨
⎪
⎪ −
⎪ −
⎪ −⎩

∫
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

) זוגיים Nהשונים עבור ערכי , n- י הניחות ב  לקצב:הערה )( )1/ 2n N  ואי זוגיים −−

( )( )2/ 2n N   . משמעות מרחיקת לכת לגבי איכות הקירוב−−

  

  

  

  .עדיף) זוגי-  איType IV) Nולכן  



הפקולטה להנדסת חשמל                         . ל. ט.  מ–הטכניון                            9 -רז   פרק. ש, מלאך. ד  
 מבוא לעיבוד ספרתי של אותות

9 - 17 

  

  )Hilbert(  הילברט)מתמר(מסנן 

  

  י"מתמר הילברט אידיאלי מוגדר ע

( )
0

0 0
0

F
j

H
j

ω
ω ω

ω

− >⎧
⎪= =⎨
⎪ <⎩

  

)הנח  )x t  -ממשי                    :                      ( ) ( )F FX Xω ω= −  

  :הגדר

( ) ( ) ( )
( )

( )

0
0 0

0

F

F F F

F

jX
Y H X

jX

ω ω
ω ω ω ω

ω ω

⎧− >
⎪

= = =⎨
⎪+ <⎩

  

)האות המרוכב    ) ( ) ( )z t x t jy t= )  שלהאות האנליטי נקרא + )x t .קל לראות ש- ( )z t מאופיין 

  י"ע

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
2 , 0

1 , 0
0 , 0

F

F F F F

X

Z j H X X

ω ω

ω ω ω ω ω
ω

⎧ >
⎪⎪= + = =⎨
⎪ <⎪⎩

  

)ניתן לשחזר את והאות האנליטי מכיל תדרים חיוביים בלבד  : הערה )x tמ  - ( )z tי" ע  

( ) ( )Rex t z t= ⎡ ⎤⎣ )ם א.  ללא שגיאה  -  ⎦ )x t הינו בעל סרט סופי אזי ( )z tי סרט שרחבו " מאופיין ע

)מחצית רחב הסרט של  )x t.ניתן לדגום את ,  דהיינו( )z tיש כמובן לזכור .  במחצית קצב הדגימה

  .שהפעם הדגמים בהכרח מרוכבים

  

  . כמובן בתחום תדרים מוגבל–י מסנן ספרתי "ניתן לקרב ע

  

  :תגובת התדר האידיאלית במקרה זה

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

/ 2 / 2

/ 2 / 2

, 0 1

0 , 0

, 0 1

j N
d

f
d

j N
d

e A

H

e A

π θ

π θ

θ θ

θ θ

θ θ

−

−

⎧− > = −
⎪⎪= =⎨
⎪

< =⎪⎩
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י  ניתן לראות כ
2o
πφ   :תגובת ההלם הנדרשת. IV או III  כלומר באים בחשבון מסננים מטיפוס =

[ ]
( )

( )
1 cos / 2

, / 2
/ 2

0 , / 2
d

n N
n N

h n n N
n N

π
π

⎧ − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ≠⎪= −⎨
⎪ =⎩

  

  

16N דוגמאות תכן עבור ים מכילים הבאאיוריםה 15N  -  ו= =.  

  

 .בתחום התדר הגבוההמתקבל רוב י עדיפות בק ישזוגי-  איNלבחירת :  הערה
  

  
  B. Porat מתוך ספרו של ים לעילהאיור
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  IRT -האופטימליות של שיטת ה

  . אופטימלית במובן של מינימום שגיאה ריבועיתIRT - נראה להלן ששיטת ה

  :נגדיר את השגיאה הריבועית הממוצעת

( ) ( )
22 1

2
f f

dH H d
π

π

ε θ θ θ
π −

= −∫  

)עבור תגובת התדר האידיאלית  : שפטמ )( )f
dH θוסדר מסנן נתון ( )N ,המסנן המתקבל בשיטת ה- 

IRT הינו בעל השגיאה ( )2εמסנני ל המינימלית מכ FIRנתוןהסדר ה הסיבתיים מ.  

]הנח  : הוכחה ]0 ,n N h n≤ ממשפט פרסוול נובע שניתן לרשם את .  כלשהוFIRהמאפיין מסנן , ≥

2εבצורה :  

[ ] [ ]( )

[ ] [ ] [ ] [ ]( )

22

1 22 2

1 0

d
n

N

d d d
n n N n

h n h n

h n h n h n h n

ε
∞

=−∞
− ∞

=−∞ = + =

= −

= + + −

∑

∑ ∑ ∑
  

]שני האברים הראשונים בלתי תלויים במקדמי המסנן המתוכנן   ]h n . מינימיזציה של
2εי " מושגת ע

  זה קורה אם ורק אם . איפוס האבר השלישי

[ ] [ ], 0dh n h n n N= ≤ ≤  

, למרות זאת.  אם כן בברור אופטימלית במובן של מינימיזצית השגיאה הריבועית הממוצעתIRT - שיטת ה

הרציפויות המובנות - תופעת התנודות הבלתי רצויות בסביבת איב איננה נחשבת לטובה עקIRT -שיטת ה

הרציפות - זמן ולהשלכות אי–תופעה דואלית לזו שנידונה בהקשר לחלונות. (לתגובות התדר האידיאליות

  ).בתחום הזמן

  
 הידועה Gibbsל נובע ישירות מתכונה מתמטית של התמרת פורייה הידועה כתופעת "הקושי הנ

  :באחשבת באיור הוהממו

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

 

1.09 
1.0 
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  FIRשימוש בחלונות לתכן מסנני    9.3

  

] ניתנת לפירוש כהכפלת המסנן הרצוי IRT - שיטת ה ]dh nבחלון מלבני   :[ ] [ ] [ ]d rh n h n w n=.  

]י "עיוותי תגובת התדר הנגרמים ע ]rw n  ו הדרכים האפשריות להמעטת עיוותים אלוכמ, נידונוכבר.  

  :B. Porat)מתוך ספרו של ( הרחבת תהליך התכנון לחלון כללי ברור ומסוכם להלן

  

 

 
  )זוגי- זוגי או אי(נבחר חלון סימטרי 

[ ] [ ]w n w N n= −  

  ותגובת התדר הצפויה הינה

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

f ff f f
d dH W H W H d

π

π

θ θ λ θ λ λ
π π −

⎡ ⎤= ∗ = −⎣ ⎦ ∫  

  .חב האונה הראשית ורמת אונות הצדי ר"איכות החלון נמדדת ע, כפי שראינו

  

  :להלן מספר דוגמאות המתייחסות לבחירת חלונות ספציפית

  

 

 

 

 

Windowed FIR filter design procedure 

Define the ideal frequency response ( )f
dH θ  as in the IRT method; see (9.25).  

For each pair { },p sθ θ  (depending on the individual bands), take the 

corresponding band-edge frequency of the ideal response as the midpoint, that is, 

0.5( )p sθ θ+ . 

1. 

Obtain the ideal impulse response [ ]dh n  as in the IRT method. 2. 

Compute the coefficients of the filter by 

[ ] [ ] [ ] 1, 0
0,

dw n h n n N
h n

otherwise
⎧ ≤ ≤

= ⎨
⎩

 

3. 
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  Bartlett חלון.  1

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

    הערות

1. ( )A θמונוטונית במקרה זה. 

8  בקירוב :תחום המעבר .2 / Lπ  , 1כאשרL N +�. 

3. 0.05s pδ δ= 0.45   או אקויולנטית     � , 26p sA dB A dB� �  

אי ).  ראה טבלת השוואה להלן(זעומים ) יחסית לחלון מלבני(י חלון זה " עיםהיתרונות המוצע:  כללית .4

 .FIRתכן מסנני ל בהקשר Bartlettאין שימוש רחב בחלון , לכך
  

  annH חלון.  2

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  הערות

8:  רחב תחום המעבר .1 / Lπ∼  

2. 0.0063p sδ δ= 0.055     או     = , 44p sA dB A dB� �  

 .יותר קטנים sA -  וpAעבור אותו תחום מעבר ש מאחר ,כ" בדדיףע) להלן (Hamming חלון , כצפוי .3

 ).Bartlettבניגוד לחלון  (התגובה איננה מונוטונית  .4
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  Hamming  חלון.  3

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  הערות

8:  רחב תחום המעבר / Lπ∼ 

1. 0.0022p sδ δ= 0.019       או    = , 53p sA dB A dB� �  

 . מובן ישירות מהשוואת מקדמי השגיאה הרלוונטייםHann על חלון Hamming של חלון יתרונו .2

 מהירה יותר עבור חלון ,הרציפות-  ראוי לציין שקצב דעיכת הגליות כאשר מתרחקים מנקודת אי,אולם

Hann.  

  

  Blackman חלון .   4

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  הערות

12 :חב אזור המעברור, כצפוי .1 / Lπ∼  

2. 0.0002p sδ δ= 0.0017          או      = , 74p sA dB A dB� �  
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  Kaiser  חלון.  5

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  הערות

10αעבור הבחירה הספציפית   .1 13חב פס המעבר  ו ר:= / Lπ,רובי בק.  

2. 0.00001p sδ δ= 0.000087          או        = , 100p sA dB A dB� �  

  

  :טבלת השוואה להלן

  

Stop-band 
Attn. 

As [dB] 
 

Pass-band 
Ripple 
Ap [dB] 

 

 
,p sδ δ  

 
Side-lobe 
Level, dB 

 
Main-lobe 

width 

 
Eqn. 

 
Window 

21 0.75 0.09 -13.5 4 / Lπ  (6.2) rectangular 

26 0.45 0.05 -27 8 / Lπ  (6.10) Bartlett 

44 0.055 0.0063 -32 8 / Lπ  (6.14) Hann 

53 0.019 0.0022 -43 8 / Lπ  (6.16) Hamming 

74 0.0017 0.0002 -57 12 / Lπ  (6.18) Blackman 

Depend on  α  (6.21) Kaiser 

 

Table 9.2  Windows and their properties 

  B. Porat מתוך ספרו של טבלהה
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 N- ו α המאפשרות חישוב הפרמטרים ות אמפיריותאנוסחקיימות , Kaiserעבור חלון :  הערה

)כפונקציה של פס המעבר  )p sθ θ−ושל הגליות המותרת ( ),p sδ δ.  

  :נגדיר

( )1020log min ,p sA δ δ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦  

  :אזי

( )
( ) ( )0.4

0.1102 8.7 , 50

0.5842 21 0.07886 21 , 21 50
0, 21

7.95
2.285 p s

A A

A A A
A

AN

α

θ θ

− >⎧
⎪⎪= − + − < ≤⎨
⎪ ≤⎪⎩

−
=

−

  

  

21Aעבור  :  שים לב ≤  ,0α   . מלבני מספק–מאחר שחלון , =

  

p, מאחר שעבור ערכים נקובים שללחלונות הקבועים  נחשב לעדיף יחסית Kaiserחלון  sδ δ, תחום 

pהמעבר   sθ θ−חלון , אי לכך.   תמיד צר יותרKaiserהינה הבחירה המועדפת .  

 

ישמות את השימוש בחלון י מבספר הלימודהמאוזכרות   verspec - וKaispar, firkais:  תוכנותה[

Kaiser.[  

  

  .1FIR:   עם חלונות שונים היאFIR לתכן מסנני Matlabתכנית 

  

  .Matlab של sptool:  ראה במיוחד כלי התכן הגרפי
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   (Least-Squares) עיתוביאופטימלי במובן של מינימום שגיאה רכן ת   9.4

  

  :שיטת החלונות מוגבלת במובנים הבאים, )פשטות ורובסטיות(תיה למרות יתרונו

pי  "הינה מאופיינת ע .1 sδ δ≈ ,בעוד שלעתים קרובות נדרשs pδ δ< . כלומר האילוץ עלsδ 

)חופש שליטה על הגליות יאפשר הקטנת סדר המסנן  .רך ללא צו-  pδמכתיב בפועל גם את  )N. 

  . עם המרחק מנקודות אי הרציפות, בפסי ההעברה והחסימה, כתהגליות איננה אחידה אלא דוע .2

)נציג להלן שיטת תכן המקרבת את תגובת התדר הרצויה   )dA θי תגובה " ע( )A θ של מסנן FIR בעל 

  .בועית ממוצעתיבמובן של מינימום שגיאה ר, אריתיפאזה לינ

  

)י הגדרת פונקצית משקל"נתחיל ע )V θ .( )V θאת התנאי ת הינה פונקציה ממשית הממלא 

( ) 0V θ ) ומהווה משקל לשגיאה  θ עבור כל ≤ ) ( )dA Aθ θ−עבור כל תדר נתון  θ.  

  

) נוכל לבחור LPאם המטרה הינה תכן מסנן , למשל ) 1
pV θ δ ;    עבור כל התדרים בתחום ההעברה=−

( ) 1
sV θ δ ) -חום החסימה ועבור כל התדרים בת =− ) 0V θ ככל .  עבור כל התדרים בסרט המעבר=

  .גדולה יותר בערכה) תדרו באות(שדרישות השגיאה בתדר נקוב מחמירות יותר פונקצית המשקל 

  

  :נגדיר את השגיאה המשוקללת

( ) ( ) ( ) ( )dE V A Aθ θ θ θ= −⎡ ⎤⎣ ⎦  

  :ואת השגיאה הריבועית

( ) ( )2 2

o

E d
π

ε θ θ= ∫  

)מניחים שסדר המסנן  )N  וסוגו( )I IV− בהנחות אלו ניתן לרשום. ידועים מראש:  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )
0

, cos
K

k
A F G G g k kθ θ θ θ θ

=

= = ∑  

)-  וKכאשר  )F θ 9-8' הטבלה בעמראה ( תלויים בסוג המסנן.(  
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]ישוב המקדמים  אופטימלי מסתכם בחFIRתכן מסנן  ]g kכך ש - 
2εנרשום. יהיה מינימלי :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

cos
K

d
k

E V A F g k kθ θ θ θ θ
=

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

= − ∑  

] ביחס לכל המקדמים 2εנגזור את  ]g kדהיינו.  ונשווה את הנגזרות לאפס,  

[ ] ( ) ( )
[ ]

2

0

2
E

E d
g m g m

π θε θ θ
∂∂

=
∂ ∂∫  

  כאשר

( )
[ ] ( ) ( ) ( )cos

E
V F m

g m
θ

θ θ θ
∂

= −
∂

  

  י הצבה ישירה נקבל"ע

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )2

00

2 cos cos 0

0

K

d
k

V F m A F g k k d

m K

π

θ θ θ θ θ θ θ
=

⎡ ⎤
− − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
≤ ≤

∑∫  

  

  :נגדיר מקדמים

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
,

0

2

0

cos cos

    

cos

m k

m d

c V F m k d

A

d V F m A d

π

π

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

⎫
= ⎪

⎪
⎬
⎪= ⎪
⎭

∫

∫
  

  :ונקבל את מערכת המשוואות הליניארית

[ ] ( ),
0

, 0     
K

m k m
k

c g k d m K B
=

⎫
= ≤ ≤ ⎬

⎭
∑  

]שפתרונה מוביל למקדמים הרצויים  ]g k .  
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  :B. Porat)מתוך ספרו של ( שגיאה ריבועית מינימליתלקבלת  פרוצדורת התכן להלן סיכום

  
Least-squares FIR filter design procedure 

1. Choose the filter order N and its type; these determine K  and ( )F θ . 

2. Choose the weight function ( )V θ . As we have said, a common choice for ( )V θ  is 

( )

( )
( )

1
,

1
,

, in the th pass band,

, in the th stop band,

0, in any of the transition bands.

p l

s l

l

V l

δ θ

θ δ θ

θ

−

−

⎧
⎪
⎪

= ⎨
⎪
⎪
⎩

 

3. Compute the coefficients ,m kc  and md  as given by ( )A . Since ( )dA θ  and ( )V θ  

are typically piecewise constant, often the integrals can be computed in a closed form.  

However, it is more common to approximate these integrals by sums. The frequency 

range [ ]0.π  is sampled uniformly, at a number of points I proportional to the filter’s 

order (say     I = 16N points). Then ,m kc  and md  are approximated by 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2
,

0
cos cos ,

I

m k i i i i
i

c V F m k
I
π θ θ θ θ

−

=

≈ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0
cos ,

I

m i i d i i
i

d V F A m
I
π θ θ θ θ

−

=

≈ ∑  

4. Solve the set of equations ( )B . 

5. Compute the coefficients [ ]h n  of the filter, using one of (9.5), (9.9). (9.15), 

(9.20)*, according to the filter type. 
_________________________________________________________________  

]משוואות המתארות את הקשר בין הסדרות   *   ]g nו -[ ]h n. 
  
  

  חסרונות

  . ומשקלים שוניםNלא מובטח מראש שהספציפיקציות ימולאו ונדרש לעיתים לנסות מספר ערכי  .1

כ "המשקל יביא בד' שינוי פ. יות לא סדירהלעיתים התגובה בתחום המעבר אינה מונוטונית והגל .2

 .לתיקון
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  ן דוגמאות תכ

  :(B. Porat)  בספר הלימוד9.10דוגמא 

  :י" המאופיין ע(Type I) מעביר נמוכיםתכנן מסנן 

0.2 , 0.3 , 0.01p s p sθ π θ π δ δ= = = =  

י   אלתדר הקיטעון האיד. ה עשוי לספק את הדרישHannחלון . −40dBניחות פס החסימה הנדרש הינו  

( )0
1 0.25
2 p sθ θ θ π= +   :תחום המעבר הינו.  =

8 0.1
1N

π π=
+

  

  ומכאן נבחר

80N =  

Hann  (78Nעבור חלון (נזכור שבפועל  ]מאחר ולפי ההגדרה   = ] [ ]0 0hn hnW W N= =.  

  

  

  
  B. Poratמתוך ספרו של האיור 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

extended  scale 
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הנוסחאות האמפיריות  .Kaiserחלון  בעל איפיונים דומים אך המבוסס על FIRלצורך השוואה נראה מסנן 

  :מובילות לקביעת הפרמטרים) 9.25שקף (שהוצגו 

3.395 , 46Nα = =  

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

הייחוס לחלון ( קצר משמעותית FIRי מסנן "ועושה זאת ע, שות התכןנראה בעליל שהמסנן אכן עומד בדרי

Hann.(  

  

0.01pδאך נשנה את דרישת האיפיון . נמשיך באותה דוגמא 0.1pδ  - ל= =) sδ -נשאר ללא שינוי  .(

.  בפרט אינו מאפשר להשתמש בהקלה המוצעתKaiser או Hannי שימוש בחלונות בכלל וחלונות "התכן ע

גים את התוצאה הרצויה בעזרת מסנן משי. זצית השגיאה הריבועית הממוצעת מאפשר זאתיי מינימ"תכן ע

33N אורכוש ]תחום המעבר צר יותר  , יתר על כן. = ]0.21 ; 0.29π π.  

  

  
  B. Poratל האיור מתוך ספרו ש
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  סיכום והערות
  

  :FIRיתרונות מסנני 

  .פאזה ליניארית .1

 .יציבות מובנית .2

 .גמישות בסינתזה של תגובות תדר מורכבות .3

 .נבונותונוחות קיומן של שיטות תכן ותכנות  .4
  

  :חסרונות

  ). שיידונוIIRיחסית למימושי (השהיות זמן גדולות  .1

 .ורמת סיבוכיות חישובית גבוהה תוצאתן מסננים ארוכים –דרישות שגיאה מחמירות  .2
  

לעתים עדיף עליו קריטריון הגליות . קריטריון השגיאה הריבועית הממוצעת לא תמיד מספק  :הערה

ן זה טת התכן החותרת לאופטימיזציה לפי עקרויבשכאן לא נדון . (equiripple criterion)הקבועה 

וט טת תכן זו מוצגת בפריש. (The Remez Exchange Algorithm)תבססת על האלגוריתם של רמז והמ

  .(B. Porat, pp. 306-311) בספר הלימוד

  Matlab   :REMEZתכנית 
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  )IIR(  מסננים בעלי תגובת הלם אינסופית .10

 IIR אנלוגי וטרנספורמציה שלו למסנן IIR מבוססת על תכן מסנן IIRהגישה המקובלת לתכן מסנני 

  .ספרתי

  . ספרתיIIR ןכ בטרנספורמציות שונות למסנ" אנלוגיים ואחIIRנדון תחילה בתכן מסנני , לפיכך

  

  תכן מסננים אנלוגיים.   10.1

, LPשתגובת התדר שלו מקרבת את אחד מארבעת סוגי המסננים האידיאליים , ן אנלוגיתכן של מסנ

HP ,BP ,BS ,כ בתכן של מסנן אנלוגי מעביר נמוכים "מתחילה בד)LP (אם נדרש, שממנו מגיעים ,

כ נציג את " ואחLPנתרכז על כן בתכן של מסנן . ת תדריטרנספורמצילמסנן הרצוי בעזרת 

  .מתאימותה טרנספורמציות התדר

 
עם ההבדל , )8פרק ' ר(הספציפיקציות של מסננים אנלוגיים ניתנות בדומה לאלו של מסננים ספרתיים 

  .∞- ל0שתחום השתנותו בין ,ω שמשתנה התדר הוא

  

, sω-תדר קצה תחום הניחות , pω-י תדר קצה תחום ההעברה " אנלוגי מאופיין לכן עLPמסנן 

 :כמוצג באיור הבא, sδ- וגורם הניחות pδ -הגליות בתחום ההעברה 

 

  

 

  :י"ע, dB-חות בינהוג להגדיר את הגליות וני, כמקודם

( ) [ ]
( ) [ ]

20log 1 8.7

20log
p p

s

A p dB

A s dB

δ δ

δ

− − ≈ −

−
  

  

 

ωp       ωs                 ω 

δs 

1-δp 

1 

|H| 
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  :למטרות הדיון בהמשך נגדיר

  :(discrimination factor)  גורם הבחנה .1

( ) ( )
1/ 22 1/ 20.1

2 0.1

1 1 10 1
1 10 1

App
As

s
A d

δ

δ

−

−

⎡ ⎤ ⎛ ⎞− − −⎢ ⎥ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 (selectivity factor)   גורם סלקטיביות .2

( ) p

s
B k

ω
ω

 

 3dbω  -  (cutoff frequency)   תדר הקטעון .3

/1זהו התדר שבו הערך המוחלט של תגובת התדר היא    מהערך הנומינלי בתחום ההעברה 2

 ").- 3dBתדר ("

 . של תגובת התדר בתדרים הגבוהיםdB - מתייחס לקצב הניחות ב– ניחות אסימפטוטי .4
  

התדר בתדרים גבוהים מספיק היא התנהגות תגובת , עבור פונקצית תמסורת רציונלית

  :בקירוב

( ) ( ) ( )0
q pFH b j p qω ω −≈ >  

  :  dB -ולכן ב) 8פרק ' ר( סדר המכנה p -  סדר המונה וqכאשר 

( ) ( )10 10 1020log 20log 20 logF
oH b p qω ω≈ − −  

)ת האסימפטוטי הוא   והניח, כלומר )20 /p q dB decade−.  

]  - מוגבל לθ - ון שייים אין התייחסות לניחות אסימפטוטי מכ  במסננים ספרת:הערה ],π π−.  

  

שהיא ) בערך מוחלט(סיים מתבססים על תגובת תדר אכפי שנראה בהמשך מספר מסננים אנלוגיים קל

  :מהצורה הבאה

( )
2 1

1

F

o

H ω
ω
ω

=
⎛ ⎞

+ Λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)כאשר הפונקציה    )Λ תדר  הוא 0ω -  ופונקצית הניחות היא פולינום או פונקציה רציונלית המכונה ⋅

  .ייחוס

  - כך ש(שלילית ומתוכננת כך שתהיה בעלת ערך נמוך בתחום ההעברה - פונקציה זו היא אי

( ) 1FH ω )  -כך ש(ות ובעלת ערך גבוה בתחום הניח) ≈ ) 0FH ω ≈.(  

  .המסננים האנלוגיים אותם נציג בהמשך יהיו שונים זה מזה בפונקצית הניחות
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 Butterworth מסנני   .א

  :י"מסנן מעביר נמוכים מסוג זה מוגדר ע

( )
2

2
1

1

F
N

o

H ω
ω
ω

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

N סדר המסנן, למעשה(הוא שלם (0  -וω הוא פרמטר )כלומר).  תדר ייחוס  ,

2

0 0

N
ω ω
ω ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Λ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

3Nעבור ) ערך מוחלט בריבוע(האיור להלן מדגים את תגובת התדר  =: 

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  :התכונות העיקריות של המסנן

  .ω   עםאופן מונוטוניבתגובת התדר בערך מוחלט יורדת   .א

) הערך המכסימלי של  .ב )FH ω0 - הוא בω ) וערכו = )0 1FH =. 

0ωי  "תדר הקטעון נתון ע  .ג ω=        ( )0
1
2

FH ω⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

)סימפטוטי בתדרים גבוהים  הניחות הא  .ד )oω ω 20 הוא dBN decade. 

 :תגובת התדר מקיימת  .ה
  

( )
2

0 1 2 1
k F

k

o

H
k N

ω

ω

ω
=

∂
= ≤ ≤ −

∂
  

               שטיחות מכסימלית הוא בעל (LP) מעביר נמוכים Butterworthולכן מציינים שמסנן 

(maximally flat)ב - DC.  
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מציגים את הקשר ) התמרת לפלס של התגובה להלם(ת פונקצית התמסורת של המסנן כדי למצוא א

s jω=) כלומר/s jω )  - בביטוי ל) = )
2FH ωבעמוד הקודם . 

 

  נעזר בקשר

( ) ( ) ( )
2L L F

s j
H s H s H

ω
ω

=
− =  

  :ונקבל

( ) ( )
( )

2 2

0 0

1 1

1 1 1

L L
N N

N

H s H s
s s

jω ω

− = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

)רשים הקומפלכסיים   וקטבים הנגזרים מהש 2Nש טוי שהתקבל יילב ) 11 N+− ,כלומר  

( )1 2
2

0 , 0 2 1
N k

j
N

ks e k N
π

ω
+ +

= ≤ ≤ −  

0   - כאשר הקטבים המתאימים ל 1k N≤ ≤ קטבים של כ ומזוהים S הם בצד שמאל של מישור −

( )LH s  -יתר הקטבים הם כמובן של. מ להבטיח שהמסנן יציב" ע ( )LH s− .  

  ):זוגי ואי זוגי(שונים  N מודגם באיור הבא עבור שני ערכי Sמיקום הקטבים במישור 

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  :ניתן על כן לרשום

( ) ( )
1

0
    

N
L k

k k

sC H s
s s

−

=

−
= Π

−
  

)   -מקדם במונה נבחר כך שכאשר ה )0 1LH =.  

N=4 N=3 
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   ושימוש בקשרים טריגונומטריים פשוטים ניתן לרשוםks הקודם עבור עמודמתוך הביטוי ב

( ) 0 0
2 1 2 1sin cos , 0 1
2 2k
k kD s j k N

N N
ω π ω π+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + ≤ ≤ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

)רישום אחר של  )LH sהוא מהצורה :  

( ) ( ) 1
1 1

1 1
... 1

L
N N

N
H s

a s s a s a s−
−

= =
+ + + +

  

  

0 עם LP עבור מסנן iaבטבלה הבאה נתונים המקדמים  1ω  .6 עד 2 בתחום Nוערכי ) רמלומנסנן מ (=

  

  

 5a 4a 3a 2a 1a  N 

2 2 1s s← + +      1.4142 2 

2 22 2 1s s s← + + +   2.0000 2.0000 3 

   2.6131 3.4142 2.6131 4 

  3.2361 5.2361 5.2361 3.2361 5 

 3.8637 7.4641 9.1416 7.4641 3.8637 6 

 

Table 10.1  Coefficients of the denominator polynomials of normalized low-pass 
Butterworth filters of orders 2 though 6. 

  B. Poratהטבלה מתוך ספרו של 

  

 d  יש לחשב תחילה את גורם ההבחנה, קציות נתונותיפי הממלא אחר ספצButterworthכדי לתכנן מסנן 

,מתוך הערכים הנתונים של  ) 10.2 'עמראה  (kואת גורם הסלקטיביות  , ,p s p sω ω δ δ.  

  :נשים לב שנדרש, Nלקביעת סדר המסנן 

( )2 2
2 2

00

1 11 ;

11
p sN N

p s

δ δ
ω ω

ωω

≥ − ≤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

++ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  

  

   ץחילו

2

0

N
pω

ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 -  ו

2

0

N
sω

ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :וחישוב היחס ביניהם נותן  
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( )

2 2

2
1

1 1

N
s s

p p

ω δ
ω δ

−

−

⎛ ⎞ −
≥⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

  

  

 ,כלומר
2 21 1N

k d
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≥ 

  ומכאן

    ( )
( )
( )
1log

1log
dE N
k

≥  

  

 שלם הקרוב ביותר N -מובן שבוחרים ב.  ניתן לבחירה לפי נוחיות המשתמשכאשר בסיס הלוגריתם

  .ל"טוי הנימעלה לערך המחושב מהבלמ

  

  : מקיים0ωלפיהם , עמוד שבראש היםזאת ניתן לעשות מתוך הביטוי. 0ωיש לקבוע את , לבסוף

( ) ( )
1 1

2 2 2 2
01 1 1N N

p p s sF ω δ ω ω δ
− −

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ≤ ≤ −⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  

)  -ון שוכי, ")3dB–תדר (" הוא תדר הקטעון 0ωשים לב שעבור מסנן זה  )
2

0
1

2
LH ω =.  

  
  :)B. Poratמתוך ספרו של (תהליך התכן של מסנן זה מסוכם בטבלה הבאה

  
  

Low-pass Butterworth filter design procedure 

1. Compute d and k as a function of , ,p s pδ δ ω  and sω  using (A) and  (B). 

2. Compute N, using (E), and round upward to the nearest integer. 

3. Choose 0ω , using (F). 

4. Compute the poles ks  using (D). 

5. Compute the transfer function ( )LH s , using (C). 
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  דוגמת תכן

1  :ספציפיקציות המסנן הנתונות , 2 , 0.001, 0.001p s p ss s
rad radω ω δ δ= = = = 

  :י צעדי התכן בטבלה לעיל"עפ

1.   54.4755 10 , 0.5d k−= ⋅ =   

2. 14.45 15N N≥ → =  

3. 01.2301 1.2619 / sradω≤ 1.2301oω    , למשל, ונבחר      ≥ =.  

 :חישוב הקטבים נותן .4
  

0,14 1,13

2,12 3,11

4,10 5,9

6,8 7

0.1286 1.2234, 0.3801 1.1699,
0.6150 1.0653, 0.8231 0.9141,
0.9952 0.7230, 1.1238 0.5003,

1.2032 0.2558, 1.2301.

s j s j
s j s j
s j s j
s j s

= − ± = − ±

= − ± = − ±

= − ± = − ±

= − ± = −

 

  

  :ותגובת התדר המתקבלת

  

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  vhebysheCמסנני    .ב

) -לקביעת פונקצית הניחות נעשה כאן שימוש בתכונה ש )cos Nα הוא פולינום מדרגה Nב  - cosα 

) פולינום מתאר את  ווכן שאות )cosh Nαבתלות ב -coshα.  

  : מוגדר באופן הבאN   מדרגהChebyshevפולינום 

( )
( )

cos arccos , 1       cos

cosh arccosh , 1       cosh

N
N x x x

T x

N x x x

α

α

α

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟ ≤ =⎪ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠⎪

> =⎪⎩

  

  

)מתוך , למשל ) 2cos 2 2cos 1α α= cosx  ובהצגת − α=   :( ) 2
2 2 1, 1T x x x= − ≤  

  :י המשפט הבא"עפ, ום נוח לחשב באופן רקורסיביאת מקדמי הפולינ

  

  משפט

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

0 1

2

1 ;
N N NT x xT x T x

T x T x x
− −= −

= =
 

)  :ואכן(  ) 2
2 2 1 2 1T x x x x= ⋅ − = −(  

  

  הוכחה

  :נשתמש בזהויות הטריגונומטריות הבאות

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

cos cos 1 cos sin 1 sin

cos 2 cos 1 cos sin 1 sin

N N N

N N N

α α α α α

α α α α α

= − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− = − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  :וסכומם נותן

( )
( )

( )
( )

( )
( )2 1

cos cos 2 2cos 1 cos
T T TN N N

xx x x

N N Nα α α α

− −

+ − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

  .ל"משצ
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  ):ראה גם האיור למטה( הם Chebyshevפולינומי של קריות יהתכונות הע

1xעבור   .1 ≤    :( ) 1NT x   .N - מספר פעמים היחסי ל+ 1 -  ל-1בין " מתנדנד" והוא ≥

1xעבור .2 >     :( ) 1NT x   . באופן מונוטוניx והוא גדל עם <

 ) xזוגיות של -כולל רק חזקות אי, כלומר (xזוגית של -זוגי הפולינום הוא פונקציה אי-  איNעבור סדר  .3
  .הפולינום הוא זוגי, עבור סדר זוגי ואילו

4. ( )0 1NT = )        ;  זוגיNעבור  ± )0 0NT   .זוגי- איNעבור  =

5. ( )1 1NT ±   .N  לכל =

 

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

1xבתחום " מתנדנד"התכונה העיקרית המשמשת לתכן מסננים היא שהפולינום   ועולה מונוטונית ≥

1xבתחום    quirippleEא מטיפוס התנהגות זו מאפשרת תכן מסננים שתגובת התדר שלהם הי. <

התגובה מתנדנדת בין הערך המינימלי , כלומר). ניחות(בתחום ההעברה או בתחום החסימה ") גליות שווה("

  .N  כאשר מספר התנודות תלוי בסדר המסנן, למכסימלי בתחום המתאים

כלומר (התנהגות זו של תגובת התדר מביאה למעבר חד יותר בין תחום ההעברה לתחום החסימה 

  . מאותו סדרButterworthמזה המתקבל עבור מסנן ) אפשרת קבלת תחום מעבר צר יותרמ

 תגובה (Chebyshev-I) מסנן מהסוג הראשוןל.  Chebyshevמבדילים בין שני סוגים של מסנני 

Equiripple בתחום ההעברה (Passband) למסנן מהסוג ). הניחות( וירידה מונוטונית בתחום החסימה

עם ירידה מונוטונית בתחום ,  בתחום החסימהEquiripple תגובה מטיפוס (Chebyshev-II)השני 

  .ההעברה

  

  .תר הרחבה בשני סוגי המסננים הללו נדון כעת בי

N=1 
N=2 
N=3 
N=4 
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I    .מסנן hebyshevC מהסוג הראשון )First Kind(  )I-hebyshevC(  

  

  :י"תגובת התדר מוגדרת כאן ע

( )
2

2 2

0

1

1

F

N

H
T

ω
ωε
ω

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0 - ו) דר המסנןס( שלם Nכאשר  ,ω εהדגמה של תגובת התדר עבור שני ערכי .  הם פרמטריםN שונים 

  : הבאאיורמופיעה ב

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  :התכונות הבסיסיות של מסנן זה הם

1  .   ( )
2

02
1 1 0

1
FH ω ω ω

ε
≤ ≤ ≤ ≤

+
  

2.      ( )
2 2

1 ,
0 1

1 ,

F N
H

N
ε

⎧
⎪= +⎨
⎪⎩

  
זוגי

זוגי אי

N=2 

N=3 



הפקולטה להנדסת חשמל                         . ל. ט.  מ–הטכניון                          10 -רז   פרק. ש, מלאך. ד  
 מבוא לעיבוד ספרתי של אותות

10 - 11 

  

0ωעבור       .3 ω>20 הוא ניחות האסימפטוטי התגובה יורדת באופן מונוטוני והN dB/decade  

)( )NT   ).Nפולינום מסדר ⋅

  י" מסוג זה ניתנים עLP הקטבים של מסנן    .  4

(G) 

( )

( )

0

0

2 11 1sinh arcsinh sin
2

2 11 1cosh arcsinh cos , 0 1
2

k
k

s
N N

k
j k N

N N

π
ω

ε

π
ω

ε

+⎡ ⎤⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

+⎡ ⎤⎛ ⎞+ ≤ ≤ −⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

 

  . הוא סדר המסנןNכאשר 

  

  : כמודגם באיור הבאאליפסהמים על הקטבים ממוק

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  :י"לפונקצית התמסורת אין אפסים והיא נתונה ע

( ) ( )
1

0 0

N
L k

k k

sH H s H
s s

−

=

−
= Π

−
 

  ,כאשר

( ) ( ) 1/ 22

0
1 ,

1 ,

NI H
N

ε
−⎧ +⎪= ⎨

⎪⎩
 

  

  

N=4 N=3 

זוגי

זוגי אי
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 dבחנה  הממלא אחר ספציפיקציות נתונות יש לחשב תחילה את גורם ההChebyshev-I  כדי לתכנן מסנן

,מתוך הערכים הנתונים של  , )10.2 'עמ (kואת גורם הסלקטיביות  , ,p s p sω ω δ δ.  

  :יוןושומימוש התנאי הבא עם 

( )2
2 2

0

1 1
1

p
p

NT
δ

ω
ε

ω

≥ −
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :אפשרי על ידי הבחירה

( ) ( )
1/ 22

0 , 1 1p pJ ω ω ε δ
−⎡ ⎤= = − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  :נציג ביטויים אלה בתנאי הנוסף

2

22

0

1

1
s

s
NT

δ
ωε
ω

≤
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :ונקבל

( ) ( )1 1 1cosh arccoshNT Nk k d
⎡ ⎤= ≥⎣ ⎦

  

  ומכאן

( )
( )
( )
1arccosh

1arccosh
dK N
k

≥  

ן לציין שהערך של אגף ימין המתקבל כאן קטן ימעני. אם הדבר נדרש,  שלםN -ל) כלפי מעלה(ומעגלים כמובן 

  .יקציות עבור אותן ספציפ)10-6 'עמ' ר(  Butterworth   שמתקבל עבור מסנןN -טוי ליתמיד מערך אגף ימין בב

  

  :B. Porat)מתוך ספרו של  (הליך התכן שהוצג לעיל מסוכם בטבלה הבאהת

Low-pass Chebyshev-I  filter design procedure 

1. Compute d and k as a function of , ,p s pδ δ ω  and sω , using (A) and (B). 

2. Compute N, using (K), and round upward to the nearest integer. 

3. Compute oω  andε , using (J). 

4. Compute the poles ks , using (G). 

5. Compute 0H , using (I). 

6. Compute the transfer function ( )LH s , using (H). 
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  ןדוגמת תכ

  
  :נתונות הספציפיקציות מהדוגמה הקודמת

1 , 2 , 0.001, 0.001p ps ss s
rad radω ω δ δ= = = =  

  :י צעדי התכן בטבלה לעיל"עפ

1.  
54.4755 10 , 0.5d k−= ⋅ =  

2.  8.13 9N N≥ → =  

3.  0 1 , 0.04475p s
radω ω ε= = =  

  :חישוב הקטבים  .4

0,8 1,7

2,6 3,5

4

0.0755 1.0739, 0.2175 0.9444,
0.3332 0.7009, 0.4087 0.3730,

0.4349.

s j s j
s j s j
s

= − ± = − ±

= − ± = − ±

= −

  

0 מקדם ההגבר     .5 1H =.  

  

  :תגובת התדר של המסנן מתוארת באיור הבא

  

  

  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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II      .מסנן Chebyshev מהסוג השני    )cond KindeS(   )II – hebyshevC(  

  

  :י"תגובת התדר מוגדרת כאן ע

( )
2 2 0

2

2 2 2 20 0

11
1 1

N
F

N N

T
H

T T

ω
ε

ωω
ω ω

ε ε
ω ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  

ε,0 -ו  סדר המסנן – N  כאשר ωפרמטרים.  

)שים לב שהארגומנט של  )NT 0ω, כלומר, Chebyshev-Iנט במסנן  מ הוא כעת ההופכי של הארגו⋅
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 במקום
0

ω
ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  :)B. Poratמתוך ספרו של (  שונים נתונה באיור הבאNהדגמה של תגובת התדר עבור שני ערכי 

  
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 
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  :התכונות הבסיסיות של מסנן זה

1.  ( )
22

020 ,
1

FH εω ω ω
ε

≤ ≤ ≥
+

  

2.  ( ) ( )
2

00 1 , , 0FH N ω ε= ∀ >  

00  עבור  .3 ω ω≤   .התגובה יורדת מונוטונית  ≥

ω כאשר, בגבול  .4 →∞:  

( ) ( )
( )

2
2 22

2
2 2

0 ,lim 11 0
0 ,

F N

N

T NH
T

N
ω

εε
ω εε→∞

⎧
⎪= = ⎨ +

+ ⎪⎩

  

  

ω דעיכת התגובה כאשרקצב(י טהניחות האסימפטו 0המתקבל הוא ) ∞→ dB
decade  עבור

N20  -  זוגי ו dB
decade עבור N338' ראה ספר הלימוד עמ(זוגי - אי.(  

אם , כלומר. Chebyshev-Iם הפוך לקטבים של מסנן  יחסייChebyshev-IIהקטבים של מסנן   .5

  קיים,  הקטבים של המסנן הקודםks - את הקטבים של המסנן הנוכחי ובkv - ב   נסמן 

( )
2

, 1o
k

k
L v o k N

s
ω

= ≤ ≤ −  

  . ממוקמים על אליפסהאינםוהפעם הקטבים   

0 בתדרים בהם  פסיםאלמסנן הנוכחי יש גם  0NT ω
ω

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 כלומר על הציר המדומה במישור (

S ( והם)  אפסי( )LH s (י"נתונים ע:  

  

( ) ( )
, 0 1

2 1
cos

2

o
k

jM u k N
k

N

ω
π

= ≤ ≤ −
+⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  

) -  זוגי ישנם לNשים לב שכאשר  )LH s Nאפסים סופיים ואילו כאשר   Nעבור  זוגי האפס-  אי 

1
2

Nk −
  .∞- הוא ב=

זוגי

זוגי אי
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  : פונקצית התמסורת של המסנן ניתנת לרישום באופן הבא,לסיכום

( ) ( ) ( )
( )

1

0

N
L k k

k k k

v s u
N H s

u s v

−

=

−
= Π

−
  

כאשר מחליפים את  
( )k

k

s u
u

−
ku  כאשר   -1 -  ב = ∞.  

  

  :מוצאים כאן, בה נמצאו משוואות התכן עבור המסנן הקודםבדומה לדרך 

( ) ( ) 1/ 22
0     , 1s sO ω ω ε δ

−−= = −  

  

( )
( )
( )
1arccosh

  
1arccosh

dP N
k

≥  

  .Chebyshev-Iסדר המסנן זהה לזה המתקבל עבור אותן ספציפיקציות עבור מסנן , כלומר

  

  :B. Porat)מתוך ספרו של  (צעדי התכן מסוכמים בטבלה הבאה

  

Low-pass Chebyshev-II filter design procedure 

1. Compute d and k as a function of , ,p s pδ δ ω  and sω , using (A) and (B). 

2. Compute N, using (P), and round upward to the nearest integer. 

3. Compute 0ω  andε , using (O). 

4. Compute the ks , using (G). 

5. Compute the poles kv , using (L). 

6. Compute the zeros ku , using (M). 

7. Compute the transfer function ( )LH s , using (N)., where ( ) /k ks u u−  is replaced 

by  -1 if ku = ∞ . 
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  דוגמת תכן

  : מהדוגמה הקודמתספציפיקציותשוב נתונות ה

1 , 2 , 0.001, 0.001p s p ss s
rad radω ω δ δ= = = =  

  :י צעדי התכן בטבלה לעיל"עפ

1.  
54.4755 10 , 0.5d k−= ⋅ =  

2.  8.13 9N N≥ → =  

3.  0 2 , 0.001s s
radω ω ε= = =  

0,8    :קטבי המסנן  .4 1,70.1762 1.4520, 0.5750 1.4770,v j v j= − ± = − ±  

2,6 3,5

4

1.1069 1.3496, 1.7533 0.9273,
2.1084.

v j v j
v

= − ± = − ±

= −
  

0,8    :אפסי המסנן 1,72.0308, 2.3094u j u j= ± = ±  

2,6 3,53.114, 5.8476u j u j= ± = ±  

  :)B. Poratמתוך ספרו של   (תגובת התדר המתקבלת נתונה באיור הבא
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  (Elliptic Filters)   ליפטייםמסננים א  .ג

 הן בתחום ההעברה והן בתחום הניחות (Eequiripple)" גליות שווה"מסננים אליפטיים הם בעלי 

  :י"תגובת התדר של המסנן נתונה ע).  חסימה(

( )
2

2 2

0

1

1

F

N

H
R

ω
ωε
ω

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)כאשר  )NR )הפונקציה .  רציונליתChebyshev היא פונקצית ⋅ )NR x עבור 1 - ל-1 מתנדנדת בין 

1x 1 ומתנדנדת בין ≥
d1 עבור  ∞ - ל x< < ∞.  

  ).341-345' עמ, ר הלימודניתן למצוא פירוט בספ( התכן של מסננים אלה מורכב יותר ולא נדון בו כאן 

עבור אותן ,  הנמוך ביותר משלושת סוגי המסננים האחרים שהצגנוNנעיר שמסנן אליפטי הוא בעל סדר 

 עבור N=9לעומת  (N=6הספציפיקציות שבדוגמאות התכן הקודמות מושגות עם , למשל. ספציפיקציות

  ).Butterworth עבור מסנן N=15 - וI ,IIמסוג  Chebyshevמסנני 

  :)B. Poratמתוך ספרו של  (נתונה באיור הבא,  שוניםNעבור שני ערכי , הדגמה של תגובת התדר
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  (Frequency Transformations)  התמרות תדר  10.2

כדי למצוא את .  מסוגים שונים(LP)ראינו בסעיף הקודם כיצד מתכננים מסננים אנלוגיים מעבירי נמוכים 

  .LP -מבצעים התמרת תדר של תגובת התדר של מסנן ה  LPופונקצית התמסורת של מסנן שאינ

  .י הקשר הבלתי מפורש" עs למשתנה מותמר sבאופן כללי ההתמרה היא בין משתנה התמרת לפלס 

( )s f s=  

s,מתוך   j s jω ω=   י" עהקשר בין התדרים נתון, =

( )j f jω ω= −  

)תהיה  )LH s פונקצית התמסורת של מסנן LP .י"המסנן המותמר יהיה נתון אז ע  

( ) ( )
( )

L L
s f s

H s H s
=

=  

  ובהתאמה

( ) ( )
( )

F F
jf

H H
ω ω

ω ω
=−

=  

  :לדוגמא

)          נתון )2 1,
3

Ls H s
s s

= =
+

  

)          אזי ) 1
2 3 23

L sH s
s

s

= =
+⎛ ⎞ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

  

 .כפי שיפורט בהמשך, HP למסנן LPבדוגמה זו הותמר מסנן 
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)נציג כעת מספר דרישות לגבי הפונקציה   )f ⋅:  

) -נדרוש ש .1 )f )כך שאם  ,  תהיה רציונלית⋅ )LH sכך תהיה גם  ,  היא רציונלית( )LH s.  

) -נדרוש ש .2 )f  צריך להיות Sהחצי השמאלי של מישור , לפיכך.  תשמר את יציבות המסנן⋅

  .jω צריך להיות מותמר לצירjωכמו כן ציר . S מותמר לחצי השמאלי של מישור

) -  שנדרוש .3 )f כדי שהמסנן המותמר יהיה מסדר נמוך ) סדר מינימלי( תהיה פשוטה ככל האפשר ⋅

  .  ככל האפשר

  :באופן כללי התהליך לבצוע ההתמרה הוא כדלקמן

התחום בו את " תחום המטרה" ובω - וsאת התחום בו מוגדרים המשתנים " תחום התכן"נכנה בשם 

ושהספציפיקציות אותן צריך ) חסר מימדω( הוא מנורמל LP-כ להניח שמסנן ה"נוח בד. ω-  וsמוגדרים  

rad  - בω( " תחום המטרה"המסנן לקיים מוגדרים ב
s.(  

  הצעדים העיקריים

  . בתחום התכןLPהתמרת ספציפיקציות מסנן המטרה לספציפיקציות מסנן 

),  LP -תכן מסנן ה .1 )LH s ,10.1י אחד מסוגי המסננים שהוצגו בסעיף "עפ. 

)התמרת  .2 )LH s למסנן המטרה ( )LH s  באמצעות התמרת תדר המתאימה לטיפוס מסנן המטרה 

)HP,BP,BS , ולעיתים גםLP.( 

 

  :נציג להלן את ההתמרות המתאימות

 . LP למסנן LP הרי שנדון תחילה בהתמרה ממסנן מנורמל LPכ לתכנן מסנן "מכיוון שנוח בד
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  LP -ל LP -התמרה מ  .א

 
  : התמרה מתאימה

,
c c

ss ωω
ω ω

= =  

0cωשר כא   .  הוא פרמטר<

קצות תחום ההעברה " (תדרי הקצה"אם , למשל. התמרה זו מכווצת או מרחיבה את ציר התדר בגורם קבוע

p, הם LPשל מסנן ) והניחות sω ω , הרי שלמסנן( ) ( )/L L
cH s H s ω=יש תדרי קצה  :

,p c p s c sω ω ω ω ω ω= = .  

) - היא שרירותית אך אם נתון שcωבחירת  )LH s 0 תוכנן עם 1ω   :   אזי יש לבחור=

1. 0cω ω=     עבור מסנן  Butterworth.  

2. c pω ω=     עבור מסנן  Chebyshev-I 

3. c sω ω=    עבור מסנן  Chebyshev-II 

4. c p sω ω ω=  אליפטי  עבור מסנן 

  

 HP -ל LP -התמרה מ  .ב

  : התמרה מתאימה היא

, , 0s c
cs

s
ω ωω ω

ω
= = − >  

  

   :ההתמרה  מוצגת באיור הבא
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

 

תדר בערך מוחלט סימטרית התגובת (ור את סימן אחד התדרים לנוחיות ההצגה לא הפכו באי:  הערה

  ). ממילא

p, בעל תדרי קצה HPהרי שכדי לתכנן מסנן , י הדיון לעיל"עפ sω ω , יש לתכנן תחילה מסנןLP ,

( )LH s , תדרי הקצה שלו הם  

,c c
p s

p s

ω ω
ω ω

ω ω
= =  

p,נסים  עם אותם טולר sδ δ .  

  , אזי

( )(1) L L cH s H
s
ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
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  . יהיה המסנן הרצוי

) סדר, יש לציין שעם התמרה זו )LH s כסדר הוא ( )LH s .  

  : ת אם ההתמרה משמרת את יציבות המסנןענבדוק כ

sנגדיר  jσ ω=   , אזי.  +

2 2 2 2
c cs j jω σ ω ωσ ω

σ ω σ ω
= + = −

+ +
  

  . תכונת היציבות נשמרתי שר הσ הוא כסימן σומכיוון שסימן 

) -נציין עוד שהצגת ההתמרה ב )LH sכך שהתגובה  (מספר האפסים שווה למספר הקטבים מראה ש  

  אין Chebyshev-I - וButterworthמכיוון שלמסנני ). HP כנדרש עבור מסנן – שואפת לערך קבוע ∞ - ב

)הרי שמתקבל שכל אפסי , אפסים )LH s0 -  של מסננים אלה הם בs = .  

  ): B. Poratמתוך ספרו של  (צעדי התכן נתונים בטבלה הבאה,  לסיכום

  

High pass analog filter design procedure 

1. Choose cω  as an arbitrary positive parameter, for example, 1cω = . 

2. Given the high-pass filter specifications , , , ,p s p sω ω δ δ let 

, , ,c c
p p s s p s

p s

ω ωδ δ δ δ ω ω
ω ω

= = = =  

3. Design a low-pass analog filter ( )LH s  to meet the specifications , , ,p s p sω ω δ δ .  

4. Obtain the analog high-pass filter ( )LH s , using (1). 

  

   אנלוגי HPדוגמא לתכן מסנן 

 

0.5       :ציות המסנןספציפיק , 5 , 0.01s p p s
rad rad

s sω ω δ δ= = = =  

  :י צעדי התכן בטבלה לעיל"פע

1cωנבחר  .1 =. 

2. 2 , 0.2 , 0.01, 0.01c c
s p p p s s

s p

ω ωω ω δ δ δ δ
ω ω

= = = = = = = = 

LP :  0.01342 -תכן מסנן ה .3 , 0.1d k= =. 
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: Butterworthמסנן עבור 

( )0 3 2
0.063 , 0.3829 ,

0.77 0.29 0.06
LN H s

s s s
ω= = =

+ + +
  

 :HPהתמרה למסנן  .4

( )
3

3 25.22 13.64 17.81
L sH s

s s s
=

+ + +
  

  :I-vChebysheמסנן עבור , ומהבאופן ד       

03, 0.2, 0.1425N ω ε= = =  

( )

( )

3 2

3

3 2

0.014
0.40 0.11 0.014

7.85 28.53 71.25

L

L

H s
s s s

sH s
s s s

=
+ + +

=
+ + +

  

  :II-vChebysheמסנן ועבור         

03 , 2 , 0.01N ω ε= = = 

( ) ( )
2 3

3 2 3 2
0.06 0.32 0.1875,

1.35 0.91 0.32 2.83 4.22 3.12
L Ls s sH s H s

s s s s s s
+ +

= =
+ + + + + +

  

  

 BP -ל LP -התמרה מ .ג

  : התמרה מתאימה היא

( ) ( )
2 2

,h h

h h

ss
s

ω ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω
+ −

= =
− −

  

,כאשר  0hω ω hω הם פרמטרים המקיימים < ω> .  

  : ההתמרה מוצגת באיור הבא
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  
  . ω מתאימים שני ערכי ωלכל ערך של , עבור התמרת תדר זו

hω הוא BP - ן השים לב שהתדר המרכזי של  מסנ ω)  שהוא התדרω0 -  המתאים לω  עבור מסנן =

  .  סימטרי ביחס לתדר זהאינו BP - וכן שמסנן ה) LP - ה 

 בשני תחומי  הרצוי יכולות להיות ספציפיקציות שונותBP -נקודה נוספת לתשומת לב היא שלמסנן ה

1כלומר ) חסימה(הניחות  2s sδ δ≠ ,בעוד שלמסנן ה- LPכדי .  בתחום התכן יש רק תחום חסימה אחד

  : LP - קציות יש לבחור עבור מסנן היהספציפלהבטיח מילוי 

{ }21min ,s s sδ δ δ=  

p             , וכמובן pδ δ=  

(2) 
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,את הפרמטרים  hω ωקובעים באחת משתי הדרכים הבאות  :  

1,מבטיחים שהתדרים :  'דרך א ,2,p pω ω יתאימו לאותו תדר pω . 1למשלpω = .  

  :מתקבל אז

( ) ,1 ,23 ,p h pω ω ω ω= =  

  יטוי מכיוון שהצגת ערכים אלה בב
( )
2

h

h

ω ω ω
ω

ω ω ω
−

=
−

  

1ωנותנת  = 1pω, עבור − ω=1 - וω 2pω, עבור = ω=ואילו תדרים שקולים  .  

1 -עם בחירה זו התדרים המתאימים ל 2,s sω ωיהיו   

( ) ( ) ( )
2 2
,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2

,1 ,2
,1 ,2 ,1 ,2 ,2 ,1

4 ,s p p s p p
s s

s p p s p p

ω ω ω ω ω ω
ω ω

ω ω ω ω ω ω
− −

= =
− −

  

  , כלומר.   הוא זה שיתן תחום מעבר צר יותרLP -  המתאים של מסנן הsωובחירת 

( ) { },1 ,25 min ,s s sω ω ω=  

1,מבטיחים שהתדרים :  'דרך ב ,2,s sω ω יתאימו לאותו תדר sω,1,  למשלsω ניתן לחזור על חישוב . =

  . 'ונסתפק בדרך א) 352' פירוט בספר הלימוד עמ(ל אך לא נעשה זאת כאן "דומה לנ

  

   תכונות נוספות של ההתמרה

)מכיוון שכאן  • )f ) סדרהרי ש, 2היא פונקציה רציונלית מסדר ⋅ )LH s  מזה של מסנן הפולכ הוא - 

LP ,( )LH s.  

 זאת ניתן לראות מתוך .  ההתמרה משמרת יציבות •

2 2

2 2

1

1

h

h

h

h

s j

j

σ ω ωσ ω
ω ω σ ω

ω ω ω
ω ω σ ω

⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟− +⎝ ⎠

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟− +⎝ ⎠

  

)   σ הוא כסימן σואכן סימן         )hω ω>. 

)אפסי המסנן  • )LH s הם על הציר המדומה במישור s . 
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   ):B. Poratמתוך ספרו של  (נתונים בטבלה הבאהצעדי התכן , לסיכום

  

Band-pass analog filter design procedure 

 

1. Given the band-pass filter specifications ,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2, , , , , ,p s p s p s pω ω ω ω δ δ δ , choose 

,p sδ δ  according to (2), and , hω ω according to (3). 

2. Let 1pω = , and compute sω  according to (4), (5). 

3. Design a low-pass analog filter ( )LH s  to meet the specifications , , ,p s p sω ω δ δ  and 

find its poles, zeros, and constant gain. 

4. Obtain the analog band-pass filter ( )LH s  

 

   אנלוגיBPדוגמא לתכן מסנן 

  :ספציפיקציות המסנן

,1 ,1 ,2 ,2

,1 ,2

0.2 , 0.5 , 2 , 6

0.1 , 0.1

s p p s

s s p

rad
sω ω ω ω

δ δ δ

= = = =

= = =
  

  : לי צעדי התכן לעי"עפ

1.  ,1 ,20.1 , 0.1 , 0.5 , 2p p s p h pδ δ δ ω ω ω ω= = = = = = =  

2.  { }1 , min 3.2, 3.89 3.2p sω ω= = =.  

LP       :  0.04867-תכן מסנן ה  .3 , 0.3125d k= =  

  :Butterworthמסנן עבור      

( )0 3 2
2.0653, 1.27 ,

2.55 3.24 2.065
LN H s

s s s
ω= = =

+ + +
  

  : BPהתמרה למסנן   .4

( )
3

6 5 4 3 2
6.97

3.82 10.30 14.61 10.30 3.82 1
L sH s

s s s s s s
=

+ + + + + +
  

  ). 353עמוד (רים נתונים  בספר הלימוד התוצאות עבור טיפוסי המסננים האח  
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 BS -ל LP -התמרה מ  .ד

  התמרה מתאימה היא 

( ) ( )
2 2,h h

h h

s
s

s
ω ω ω ω ω

ω
ω ω ω ω ω
− −

= =
+ −

  

,, כאשר 0hω ω hω הם פרמטרים המקיימים < ω> .  

   :הבאההתמרה מודגמת באיור 

 
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

  . עם התאמות מתאימות, )BP- לLP(הקודם השיקולים לבחירת הפרמטרים דומים למקרה 
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  אם ספציפיקציות המסנן  הנדרש הן 

,1 ,2 ,1 ,1 ,2 ,2, , , , , ,p p s p s p sδ δ δ ω ω ω ω  

 

  : היא) בתחום התכן (LP - אזי הבחירה של פרמטרי מסנן ה

( ) { },1 ,26 min , ,p p p s sδ δ δ δ δ= =  

  

,בחירת ו  hω ωבאחת משתי דרכים, כמקודם,  אפשרית:   

  

  :  בלבד'דרך אנפרט 

1,מבטיחים שהתדרים  ,2,p pω ω 1 יתאימו לתדרpω = .  

  : מתקבל אז

( ) ,1 ,27 ,p h pω ω ω ω= =  

  

  :עם בחירה זו מתקבל 

( ) ( ) ( ),1 ,2 ,1 ,2 ,2 ,1
,1 ,22 2

,1 ,2 ,1 ,1 ,2 ,2
8 ,s p p s p p

s s
p p s p p s

ω ω ω ω ω ω
ω ω

ω ω ω ω ω ω

− −
= =

− −
  

  נבחר , ת תחום המעברולהבטחת דרישו

( ) { },1 ,29 min ,s s sω ω ω=  

ואחריה , תחילה, HP - לLP - ניתנת לביצוע על ידי הפעלת ההתמרה מBS - לLP - נציין שהתמרה מ

כך גם ההתמרה , מכיוון ששתי ההתמרות הללו משמרות את יציבות המסנן. BP - לLP - הפעלת ההתמרה מ

  . BS - לLP -מ

 והם כולם LP -זו היא שמספר האפסים הוא כפול ממספר הקטבים של מסנן התכונה נוספת של התמרה 

  . sעל הציר המדומה במישור 
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  ):B. Poratמתוך ספרו של  (צעדי התכן נתונים בטבלה הבאה, לסיכום

Band-Stop analog filter design procedure  

1. Given the band-stop filter specifications ,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2, , , , , , ,p s p s p p pω ω ω ω δ δ δ  choose 

,p sδ δ  according to (6), and , hω ω  according to (7).  

2. Let 1pω = , and compute sω  according to (8), (9).  

3. Design a low-pass analog filter ( )LH s  to meet the specifications , , ,p s p sω ω δ δ  and 

find its poles, zeros, and constant gain. 

4. Obtain the analog band-pass filter ( )LH s  
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  התמרה ממסנן אנלוגי למסנן ספרתי   10.3

  . למסנן ספרתי) אחד המסננים שתוכננו בסעיף הקודם, למשל(ן אנלוגי בסעיף זה נדון בהתמרת מסנ

) - נסמן ב )LH sהאנלוגי שיש להתמירו ונניח שהוא  את פונקצית התמסורת של המסנן RCSR) ממשי ,

  ).יציב ורציונלי, סיבתי

)הדרישות העיקריות מהמסנן הספרתי  )zH zבל מ שיתק- ( )LH sהם  :  

1. ( )zH z הוא RCSR. 

)סדר המסנן  .2 )zH z אינו גדול מזה של ( )LH s . 

 .בתחום התדרים המעניין, תגובת התדר תהיה קרובה ככל האפשר לזו של המסנן האנלוגי המותמר .3

נוחה ליישום ושניתן יהיה להשתמש בה עבור כל סוגי , יינים שההתמרה תהיה פשוטהכמובן שמעונ

  . המסננים האנלוגיים בהם דנו

  :נציג ונבחן להלן שתי התמרות ספציפיות

 )Impulse Invariant Transformation(  התמרה המשמרת את התגובה להלם  .א

  :מהתמרה זו היאהדרישה 

[ ] ( ) ( ) t nT
h n T h nT T h t

=
= =  

) כאשר )h tו - [ ]h nבהתאמה,  הם התגובות להלם של המסנן האנלוגי והספרתי .  

)לקבלת  )zH zר יש לבצע את הפעולות הבאותמ של המסנן הספרתי המות :  

)חישוב  .1 )h t על ידי התמרת לפלס הפכית של ( )LH s .  

)דגימת  .2 )h t במרווחי דגימה Tוכפל ב  - T לקבלת [ ]h n .  

)חישוב  .3 )zH z על ידי התמרת - Z של [ ]h n .  

  : ברישום אופרטורי

( ) { } ( )z L
TH z Z H z=  

  :י"זאת עפ.  DC -את התגובה של שני המסננים ב) בקירוב( נועד להשוות T - הכפל ב : הערה

( ) ( ) ( ) [ ] ( )
0 00

0 1L z

n n
H h t dt T h nT h n H

∞ ∞ ∞

= =
= ≈ = =∑ ∑∫  
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  1דוגמה 

)    : LPנתון מסנן  )0 , LH s
s
αα
α

> =
+

  

  , לפיכך

( ) ( ) ( )
1 0

;
0 0

t t
h t e u t u t

t
αα − ≥⎧

= ⎨ <⎩
  

            

  , ולבסוף

( ) 11
z

T
TH z

e zα
α
− −=

−
  

  :  המסנן מכיוון שמשמרת יציבותההתמרה 

( )0 1 0 0Te Tα α−< < ⇐ ∞ > > >  

)כך שקוטב  )zH zבתוך מעגל היחידה  .  

) הוא DC -הגבר המסנן האנלוגי ב )0 1LH = .  

  : ואילו עבור המסנן הספרתי

( )1
1

z
T

TH
e α
α

−=
−

  

1Tαעבור , אך 1Teמתקיים , >> Tα α− ≈ ) - כך ש− )1 1zH ≈ .  

  

  : מתאימה אינהנדגים כעת מקרה בו ההתמרה הנדונה 

  2דוגמה 

)        :HPנתון מסנן  ) 1L sH s s s
α

α α= = −
+ +

  

  

)              , ולפיכך ) ( ) ( )th t t e v tαδ α −= −  

)וכאן יש בעיה מכיוון שלא ניתן לדגום את  )tδ .  

] -גם אם ננסה להשתמש ב:  הערה ]nδ במקום ( )tδ , לקבלת[ ]h nכ" לא תתקבל תגובה נאותה בד .  
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זה . מכאן אנו מסיקים שההתמרה הנדונה אינה מתאימה למסננים שתגובת ההלם שלהם כוללת הלמים

)קורה כאשר סדר המונה של  )LH s במסננים .  לסדר המכנהגדול או שווהHPו  - BS ,סדר המונה שווה 

  . לסדר המכנה ולכן התמרה זו אינה מתאימה עבורם

נעבור כעת לדיון במקרה הכללי של מסנן .  מסדר ראשוןLP  מסנןהדגמנו לעיל את ההתמרה עבור

( )LH s הלמים בשאיןכך ( שסדר המכנה שלו גדול מסדר המונה  - ( )h t :(  

( )
1

0 1
1

1

... ,
...

q q
L

p p
b s b s bqH s p q
s a s ap

−

−

+ + +
= >

+ + +
  

  : במונחים של קטבי המסנן, או

( ) ( )
1 1

p p
tL k k

k
kk k

cH s h t c e
s

λ

λ= =

= → =
−∑ ∑  

  , ולכן

[ ] ( )
1

p
n Tk

kt nT
k

h n T h t c T e λ
=

=

= ⋅ =∑  

  , ולבסוף

( ) 1
1 1

p
z k

Tk
k

c TH z
e zλ −

=

=
−

∑  

  : תכונות ההתמרה יכוםס

  . סדר המסנן הספרתי זהה לסדר המסנן האנלוגי .1

,  : הקטבים ממופים לפי .2 1Tk
k e k pλλ → ≤ ≤  

 :משמרת יציבותההתמרה  .3

{ }Re 0 1 , 1Tk
k e k pλλ < → < ≤ ≤  

] -שמכיוון ש, נעיר עוד ]h n מתקבלת על ידי דגימת ( )h t ,הרי שקיים:  

( )fH Tθ =
1
T

⋅
2F

k

kH
T

θ π∞

=−∞

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

), עבור מסנן אנלוגי רציונלי )FH ωור שההתמרה הנדונה גורמת תמיד  אינה מוגבלת סרט ולכן בר

 נבחר להיות קטן T אם BP -  וLPפול תהיה קטנה עבור מסנני יהשפעת הק.  של תגובת התדרפולילק
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מספיק כך שרוב האנרגיה של המסנן האנלוגי מצויה בתחום 
T
πω תכונה זו מסבירה גם מדוע אין . >

קא בתדרים ומכיוון שאז אנרגיה רבה מרוכזת דו,  BS -  וHPההתמרה הנדונה מתאימה למסננים מטיפוס 

  . הגבוהים והקיפול משבש לחלוטין את תגובת המסנן

.  להגבלה על סוג המסנן המותמר קיימת גם בעיית התכן לספציפיקציות רצויות של המסנן הספרתימלבד

קטנים וקשה להבטיח קבלת  Tזאת משום שהקיפול של תגובת התדר גורם לעיוות מסוים גם עבור ערכי 

  ).  עד שמצליחים להתקרב לתגובה הרצויהTנדרש לעיתים לבדוק מספר ערכי (הספציפיקציות הרצויות 

 של המסנן ולא על תגובת התגובה הזמניתאלא אם הדגש הוא על , אין התמרה זו מקובלת, מסיבות אלה

 לשמירת התגובה לכניסה כלשהייר שאת הגישה של שמירת התגובה להלם ניתן בנקל להכליל נע.  התדר

  ). למשל התגובה למדרגה(

 IIR היא ההתמרה המקובלת ביותר לתכן מסנני – אריתילינ-ההתמרה הבי –ההתמרה שנציג להלן 

  . LP, HP, BP, BSניתן להשתמש בה עבור כל ארבעת סוגי המסננים הבסיסיים , כפי שנראה.  ספרתיים

 

 (The Bilinear Transform)  אריתילינ-רה הבימההת  .ב

על , zלומר כ ,Z– התמרתה למשתנsליניארית מוגדרת כמיפוי של משתנה התמרת לפלס - ההתמרה הבי

  :ידי הקשר

2 1
1

zs
T z

−
=

+
  

  

  ). שניתן לפרשו כמרווח דגימה( קבוע חיובי Tכאשר 

)המסנן  )zH z מתקבל לכן מתוך ( )LH sעל ידי  :  

( ) ( ) 2 1
1

z L
zs

T z
H z H s −=

+
=  

, דליתהאינטגרציה הטרפזואיניתן להגיע למיפוי זה מתוך הקירוב הנומרי של פעולת אינטגרציה לפי כלל 

  : כדלקמן

)     ידוע הקשר ) ( ) ( ) ( )1t
L Ly t x d Y s X s

s
τ τ

−∞

= ↔ =∫  

  :עתה נרשום
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( ) ( ) ( )
t T t

t T

y t x d x dτ τ τ τ
−

−∞ −

= +∫ ∫  

tועבור  nT=:  

( ) ( )( ) ( )
( )1

1
nT

n T

y nT y n T x dτ τ
−

= − + ∫  

  י כלל האינטגרציה הטרפזואידלית יקורב האינטגרל מימין על ידי "עפ

( )
( )

( ) ( )( )
1

1
2

nT

n
n T

TI x d x nT x n Tτ τ
−

⎡ ⎤= ≈ + −⎣ ⎦∫  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : רוב הוא טוביבהנחה שהק, ומכאן

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2
Ty nT y n T x nT x n T⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦  

  

)        , נגדיר ) ;y n y nT x n x nT⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

]        :ונקבל ] [ ] [ ] [ ]1 1
2
Ty n y n x n x n⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦  

)                  : נותנתZ-התמרת ) ( ) ( ) ( )1 11
2

z z zTY z Y z z X z z− −= ⋅ + +  

  ,ולכן

( )
( )

1

1
1 1

2 2 11

z

z
Y z T z T z

zX z z

−

−
+ +

= =
−−

  

קבלנו כך קרוב של האופרטור 
1
s

 על ידי 
1

2 1
T z

z
+
−

  : ל"פוי הני וזו המוטיבציה למ

2 1
1

zs
T z

−
=

+
  

  

( )x τ

 (n-1)T          nT                        τ 

nI  
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  דוגמה

  : י המסננים האנלוגיים הבאיםננתונים ש

)        )LPמסנן ( )1
LH s

s
α
α

=
+

  

)        )HPמסנן ( )2
L sH s

s α
=

+
  

  : ארית נותנתליני- ההתמרה הבי

( )

( )

1

1
1

1

2
1

12
2 1 1 12 211

1 2
1 1

1 12 21
1 2

z

z

T zH z z T T
zT z T

zH z T T
zT

αα
α αα

α

α α

α

−

−

−

−

+
= = ⋅

− ⎛ ⎞+ −+ ⎜ ⎟−+ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

−
= ⋅

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

) -התבוננות ב )1
zH z  ,( )2

zH z מכיוון , שההתמרה משמרת את סדר המסננים וכן את היציבות מראה

  : ש

1 2, 0 1
1 2

T
T T

α
α

α

−
> → <

+
  

)המסנן הספרתי  )1
zH z הוא מסנן LPוון שיש לו אפס בתדר  מכי( )1z θ π= − = .  

)המסנן הספרתי  )2
zH z הוא מסנן HP מכיוון שיש לו אפס בתדר ( )1 0z θ= = .  

)הפעלת ההתמרה על  )LH sמהצורה , למשל,  כללי  

( )
( )

( )

0
1

1

,

q

k
L k

p

k
k

b s u
H s p q

s v

=

=

−
= ≥

−

∏

∏
  

pומוסיפה , p, א משמרת את מספר הקטביםמראה שהי q−ב כך שמספר האפסים .   אפסים - 

( )zH z גם הוא p . 1 - הם כולם בהנוספיםהאפסיםz =   . הסדראת  לכן ההתמרה משמרת. −
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s  נציג לשם כך.  על ידי ההתמרה הנדונהZ למישור Sנבחן כעת כיצד ממופה מישור  jσ ω= + :  

1 12 2 2
1 12 2 2

T T Ts j
z T T Ts j

σ ω

σ ω

+ + +
= =

− − −
  

  ולכן

( ) ( )
( ) ( )

1/ 22 2

2 2

1 2 2

1 2 2

T T
z

T T

σ ω

σ ω

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥= ⎢ ⎥
− +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  :ומקבלים

0 1

0 1

z

z

σ

σ

< ⇔ <

= ⇔ =
  

  

  : כמודגם באיור הבא, למעגל היחידהjω וציר ,ידה היחעיגול ממופה לSהחצי השמאלי של מישור , כלומר

 
  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

   .היציבות לכן את משמרתההתמרה 

 θ - וω למעגל היחידה ניתן למצוא את הקשר בין משתני התדר jωמכיוון שההתמרה ממפה את ציר 

sעל ידי הצגת  jω=ו - 
jz e θ=פוי הנדוןי במ :  

( )2 2

2 2

2 1 2 2 tan 21

j jj

j j j

e e e js j
T T Te e e

θ θθ

θ θ θ
θω

−
− −

= = = =
+ +

  

  :הקשר הוא, כלומר
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( ) ( )2 tan 2a
T

θω =  

  , או

( ) ( )2arctan 2
Tb θ ω=  

Tθובתדרים נמוכים    ( ω≈(  

  

0σהצגת : הערה   : נותנת10-37 'מעראש  שהתקבל בz - בביטוי ל=

1 2
1 2

j
Tj

z e Tj
θ ω

ω

+
= =

−
  

  :גונומטריתיתוך שימוש בזהות הטר, )b( וממנו ניתן לקבל את 

( )
( )2

2 2tan
1 tan 2

tan θ
θ

θ
=

−
.  

] לתחום ω ציר כלממפה את ל "ראוי לשים לב שהמיפוי הנ ],π π−ב - θ אין , לפיכך.  ללא קיפול

  .  עבורו ניתן להשתמש בהתמרה זומגבלות לגבי סוג המסנן

  : כמודגם באיור הבא, )b(י "עפ, קיים עיוות לא לינארי של ציר התדר, עם זאת
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  B. Poratהאיור מתוך ספרו של 

  

יש לדאוג לכך שתדרי הקצה של המסנן האנלוגי המותמר יהיו בתדרים )  warping  (עיוות ציר התדרלנוכח 

של ) rpprewa (עיוות מקדיםמבצעים לכן . מתאימים כך שלאחר עיוות הציר יתקבלו התדרים הדרושים

  ).a(י "תדרי הקצה הנתונים עפ

  

p, ספרתי עם תדרי קצה LPן מסנן אם נדרש לתכנ, למשל sθ θ , הרי שהמסנן האנלוגי המתאים צריך

  : להיות מתוכנן עם תדרי קצה

( ) 2 2tan , tan2 2
p s

p sc
T T

θ θω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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1Tלמשל . אין מניעה לבחור אותו באופן שרירותי,  של ההתמרהפרמטר הוא T - שמכיוון ש, נעיר  או =

2T  או אף החלפת =
2
T

  יהיה ) a( מיפוי הציר לפי ,עם קבוע זה.  נוח כלשהוc בקבוע 

( ) ( )tan 2d c θω = ⋅  

 למשל תדר המתאים לתדר הקטעון – רצוי ω מסוים יותמר לתדר θ כך שתדר cלעיתים קובעים את 

  . מסנן מנורמלשל 

  

  

  ):B. Poratמתוך ספרו של  (צעדי התכן נתונים בטבלה הבאה, לסיכום

  

                                   Digital IIR filter design procedure         

1. Convert each specified band-edge frequency of the digital filter to a corresponding band-

edge frequency of an analog filter, using (c) or (d). Leave the pass-band tolerance Pδ  

and the stop-band tolerance sδ  unchanged.  

2. Design an analog filter ( )LH s  of the desired type, according to the transformed 

specifications.  

3. Transform ( )LH s  to a digital filter ( )zH z . 

  

  דוגמת תכן

                  2000Hz של −3dBות ויעם תדיר, Butterworthמטיפוס , 4תי מסדר  ספרBPנדרש לתכנן מסנן 

  . 8000Hzכאשר תדר הדגימה הוא , 3000Hz -ו

  

  :תדרי הקצה של המסנן הספרתי הם, י הנתונים"עפ

1 2

2000 30002 , 2 0.75
8000 2 8000p p

πθ π θ π π= ⋅ = = ⋅ =  

1, האנלוגי BP - נקבע לכן את תדרי הקצה של מסנן ה ,2,p pω ω)  הזהים כאן לפרמטרי התמרת התדר  

, -  LP -מ hω ω:(  

( )
( )

,1

,2

tan 4
tan 0.375 2.414

p

p h

c c

c c

πω ω

ω ω π

= = ⋅ =

= = ⋅ = ⋅
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2cאם נבחר  T= 16,000 נקבלc 1.6c לנוחיותנו נבחר .=    ונקבל =

1.6 , 3.8627h
rad rad

s sω ω= =  

מסנן .  Butterworthמטיפוס , 2 אנלוגי מסדר LPאת המסנן המתאים  נקבל על ידי התמרת תדר של מסנן 

Butterworth מנורמל ( )0 1ω   :י" נתון ע2 מסדר =

( )0 2
1
2 1

LH s
s s

=
+ +

  

  :  על ידי המיפויBPנבצע עליו התמרת תדר למסנן 

( )
2 2 6.18

2.263
h

h

s ss
s s

ω ω
ω ω
+ +

= =
− ⋅

  

)                        ונקבל )
2

4 3 2
5.12

3.2 17.48 19.78 38.20
L sH s

s s s s
=

+ + + +
  

   ליניארית- תקבל על ידי ההתמרה הביוהמסנן הספרתי המ
11.6
1

zs
z
−

=
+

,  

  :הוא

     ( )
( )2 4

1 2 3 4

0.098 1 2

1 1.22 1.33 0.67 0.33
z

z z
H z

z z z z

− −

− − − −

− +
=

+ + + +
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  )IIRמסנני   (סיכום

  : כ בשלושה שלבים"מבוצע בד  IIRראינו שתהליך התכן של מסנן ספרתי

 . LPתכן מסנן אנלוגי   .א

 . התמרת תדר של המסנן האנלוגי לקבלת סוג המסנן הדרוש  .ב

 ). ליניארית-כ על ידי ההתמרה הבי"בד(התמרה ממסנן אנלוגי למסנן ספרתי   .ג

  : IIR מסנני נזכיר את היתרונות והחסרונות של

  יתרונות

 . ניצול שיטות תכן של מסננים אנלוגיים מהטיפוסים הסטנדרטיים .1

מקדמים ' מס)  (transition band( עם אותו רוחב תחום מעבר FIR נמוכה יחסית למסנני תסיבוכיו .2

  ). קטן יותר

  . )Minimum Phase(השהיה נמוכה יחסית ובמקרים רבים המסננים הם אף בעלי פאזה מינימלית  .3

  

  חסרונות

  . אין פאזה ליניארית )סיבתי(  IIRלמסנני  .1

  . שיטות התכן אינן מותאמות לקבלת תגובות תדר לא סטנדרטיות .2

  . אינו פשוט וקשה לביצוע, ללא התבססות על מסננים אנלוגיים, תכן ישיר .3

אי דיוק (יכול לגרום לבעיות יציבות ) Fixed Point - בDSPלמשל (מימוש עם אורך מילה קצר  .4

  . האינסופי של המסנן" זיכרון"ולבעיות נוספות עקב ה) במקדמים
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  מימוש מסננים ספרתיים . 11

  אלמנטים בסיסיים  11.1

  : ניתנת למימוש על ידי שימוש בשלושה אלמנטים בסיסייםRCSR -  וLTIמערכת ספרתית מטיפוס 

 :   אלמנט זה מבצע את הפעולה יחידהיתיהשה .1

[ ] [ ]1y n x n= −  

י "המימוש בתכנה הינו ע. שעוןל ידי  הפולט אות כניסה עdata registerהמימוש בחמרה הינו על ידי 

  . המשנה את ערכו כמוכתב על ידי התכנה) storage variable (הגדרת משתנה איחסון

  : תאור גרפי

  

  

 .  מטרתו לסכם מספר אותות המגיעים לכניסתו באותו זמן, אלמנט זה   מסכם .2
  : הפעולה המבוצעת

[ ] [ ]
I

i
i=1

y n = x n∑  

  :תאור גרפי

 

 

 

 
  

  

   המטרה לבצע מכפלת אות כניסה בקבוע פלמכ .3

[ ] [ ]y n a x n=  

  : תאור גרפי

  

  

 
D 

x[n] x[n-1] 

x2[n] 

x1[n] 

x3[n] 

x1[n]+x2[n]+ x3[n] 

x[n] a x[n] a  
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  דוגמאות 

  

  ): מסדר ראשון(  FIRמימוש מסנן 

  

  

[ ] [ ] [ ]
( )

0 1
1

1 0 1

1
z

y n b x n b x n

H z b b z−
= + −

∴ = +
  

  ): מסדר ראשון ( IIRמימוש מסנן 

  

  

  

  

  

  

  

  

[ ] [ ] [ ]

( )

1

2 1
1

1
1

1
z

y n x n a y n

H z
a z−

= − −

∴ =
+

  

  

 תוך שימוש IIRהמשוב מאפשר לממש . משובדהיינו על ידי . בייהמימוש במקרה זה הינו רקורס:  ערהה

  . באלמנט השהייה יחיד

  

0nעבור ( ל"במקרה הנלהלם התגובה  ≥:(  

   

2 3
1 1 1[ ] {1, , , ,...}h n a a a= − −  

  

 D 

x[n] y[n] b0 

b1 

 D 

x[n] y[n] 

-a1 
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  מימושים ישירים 11.2
  

   מהטיפוסRCSRהנח מסנן 

( ) ( )
( )

1
0 1

1
1

...
1 ...

N
z N

N
N

b z b b z b zH z
a z a z a z

− −

− −
+ + +

= =
+ + +

  

  

  .  אך אין בכך פגיעה בכלליות שכן ניתן לאפס חלק מהמקדמים,נה שוויםכ המונה והממעלותמניחים ש

}ניתן תמיד לבחור  }max ,N p q=) ,p q  - המונה והמכנהמעלות  .(  

  

  ח להגדיר פונקצית עזר ונ

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 21 2 ... Nu n a u n a u n a u n N x n= − − − − − − − +  

  

  : שבעזרתה מציגים את אות היציאה

[ ] [ ] [ ] [ ]0 1 1 ... Ny n b u n b u n b u n N= + − + + −  

 :Z או במישור

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),
z

z z zX z
U z Y z b z U z

a z
= = 

 
  B. Poratמתוך ספרו של  האיור
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 IIRהמימוש הישיר של מסנן  
  

 
  B. Poratמתוך ספרו של  האיור

 

 
 התכונות העיקריות:

):  מספר אלמנטי השהייה .1 )max ,N p q=זאת בהנחה של - ( )a zו - ( )b z אין שרשים 

  .  משותפים

2המימוש הישיר מכיל  .2 1N זאת בהנחה שכל המקדמים שונים   (ם מסכמי2N - כופלים ו+

  ). מאפס

 חייבת להיות רקורסיבית אם ניתן לממשה על ידי מספר  IIRמערכת : הערה.  המימוש רקורסיבי .3

  . סופי של אלמנטי השהייה

 

  הערה

 canonic direct (קנוני או מימוש ישיר direct form IIבמקורות ספרות שונים מכונה מימוש זה גם בשם 

form.(  
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  FIRמימוש ישיר של מסנני 

  

) על ידי הבחירה  IIRוש מסננילהשגה כמקרה פרטי של מימ ניתן  FIRמימוש מסנני  ) 1a z  אולם ,=

סימטריים ניתן לחסך בכמחצית מספר - הינם סימטריים או אנטי FIRברוב המקרים מסנני שמאחר 

  . הכפלים

  

  :  ניתן לרשוםסדר זוגיעבור מסנן בעל 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )
/ 2 1

0
/ 2 2

N

m

Ny n h N x n h m x n m x n N m
−

=

⎡ ⎤= − + − ± − +⎣ ⎦ ∑  

  :זוגי-איאו עבור מסנן מסדר 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )
( )1 / 2

0

N

m
y n h m x n m n N m

−

=

= − ± − +∑  

 : תצורת המימוש היא כדלהלן

  
  B. Poratמתוך ספרו של  האיור          

 

)הסימן  •  עבור מסננים +(

  ). II או Iטיפוסים (סימטריים 

)הסימון  •  עבור מסננים −(

 ). IV ,III(סימטריים -אנטי

 -ספר הכפלים מצטמצם ממ •

1N 1 - ל+
2
N⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 . 

מים נשאר בעינו וכימספר הס •

- N . 


