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  לה סופיישגיאות במסננים ספרתיים עקב אורך  מ  .1
 

 מקורות ספרות:
       Oppenheim & Schafer, Digital Signal Processing, Prentice Hall 1975,  [Ch.9].  

 Oppenheim & Schafer, Discrete-Time Signal Processing, Prentice Hall, 1989, [Ch. 6]. 
       B. Porat: A Course in Digital Signal Processing, Wiley, 1997, [Ch.11].    
 

   שגיאהומקורות תטיפוסימערכת 
  

  
 
  
 
 
 
 
 
 

 :מקורות שגיאה הקשורים לאורך מלה סופי •
        

2  ייצוג ב -) A/D(בכניסה ) מוייכ(קוונטיזציה   )1( Bרמות בלבד .  
נמנע (שגיאות עקב גלישה +העגלה של פעולות אריתמטיות/קצוץ  )2(

  .)     Scalingי "ע
   סטיה מהתגובה המתוכננת← אי דיוק במקדמי המסנן   )3(
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   )של פעולות אריתמטיות:  (אפייני גלישה
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  . מתאיםScalingי שמוש ב "אנו נמנע כאמור מגלישה ע
  ).ונניח מספרים קטנים מיחידה (.Fixed pt נדון בשלב ראשון בייצוג

  :2  -נסטה מעט ונחזור על שיטת המשלים ל 
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  s complement'Two  2 -שיטת המשלים ל 
  .שיטה  זו נוחה במיוחד לבצוע פעולות אריתמטיות עם מספרים חיוביים ושליליים

   :ייצוג מספר      
       

)בסיס(

     
N = −d0 r0 + d i r

i

i= −m

−1

∑ ; r = 2 − radix
  

                −1 ≤ N ≤ 1− 2− m  
  
  

.0 :        למשל 0
2 −1

0
2 −2

1
2 −3

1
2 −4

= 3 16  
 

  

− 3
16

= −1+ 13
16

= 1.1101= 0.0011( ) = 1.1100
+ 1 + 1

1.1101 = − 3
16  

 

 : או בדרך אחרת

  

−x( ) 2 = 2 −x( )2 =10.0000
−

0.0011
1.1101 = -3 16

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
  

  :נון ספרתייתכונה חשובה לשמושי ס
 מספרים הוא קטן מיחידה אזי מותר שתהיה גלישה בסכומים nאם סכום 
  .החלקיים

 :למשל
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  :מוי של אות הכניסהיהכנחזור לנושא 
  

  xa nT( ) ≡ x n( )
Q

A/D

  xQ n( )

  
  :סיבית סימן+  סיביות b עם .s-comp'2נניח ייצוג 

  
   

    B  = b  + 1  ;  h  = 2 −b

  

  דל סטטיסטי לחשוב השגיאהמו
  

:המודל

                         

  ∑
+

+

  x n( )   x Q n( ) = x n( ) + e n( )

  e n( )
   

  
  .ממוצע אפס אות סטציונרי בעל x(n)נניח ש 

  : כאל מקור רעש אדיטיבי בעל התכונות הבאות e(n)נתייחס לשגיאה 
  
  .סטציונריהיא סדרה מתוך תהליך אקראי {e(n)}   .א

  
  : x(n)אין קורלציה בין סדרת הרעש לסדרת הכניסה  .ב

   

  E e n( )x n + k( ){ }= 0 ∀k  
  

  :פונקצית הקווריאנס  .ג
  

    
C

ee
k( ) = E e n( ) − e ( ) e n + k( )− e ( ){ }= R

ee
k( )− me

2 = σe
2δ k( )

  
 )    R ee k( ) = σe

2 δ k( )+ me
2

  )    פונקצית האוטוקורלציה  
  

ε ε

ε

R
B

R
B

R
B

Q x x h h

h

= − − =
−

≤ ≤ =

≤ =

− −

−

∆

[ ] ;

| |

      

                                                

2
2 2
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Eובהנחת  e { } = e = me =   )העגלה  ( 0

  

 
δ k( ) =

0 k ≠ 0
1 k = 0

⎧ 
⎨ 
⎩      

 C ee k( ) = Ree k( ) = E e n( )e n + k( ){ }= σe
2δ k( )

  
  

כאשר
                       

 

σ  e
2 = 

∆

E e - m e( )
2

{  }    
  

  )רעש לבן (אין קורלציה בין דגימות הרעש בזמנים שונים, כלומר
  

  . פני אינטרוול הקוונטיזציהמפולג אחיד עלe(n)   .ד
  

  : העגלהעבור 
  

 
 
 

  m e = E e{ } = 0  

    
 
 
  

  : צוץיקעבור 
  
  
 

                                                                     

me = −h 2

σe
2 = h2

12 = 2−2b

12  
  

  
  

רעש  מבחינת חשוב הספק(ל נמצאו כמובילות לתוצאות טובות "ההנחות הנ
  :כאשר מתקיים) SNR(הקוונטיזציה 

b טיזציה גדול מספיק רמות קוונ' מס)   1( ≥ 4( )  
  .משתנה במדה מספקת מדגם לדגם  -אות הכניסה )   2(
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  :יחס אות לרעשנגדיר 

 
  

 
  
  

 :נבחן שני מקרים
  
  :אחידאות הכניסה מפולג .   א
  
  

0
1-1

  
1
2

  p x( )

  ⇒ σx
2 = 1

3

  −1+ 2 −b
2( )   1− 2 −b

2( ) ; h = 2− b

  
  
  

                    :ראינו קודם 
σe

2 =
h2

12
=

2 −2 b

12            
  

               

∴ SNR = 10 log
1 3

h 2 12
= 10 log 2 2 b + 1( )

= 20 log 2 b +1 = 20 b + 1( ) log 2
= 6.02 b + 6.02 ≅ 6b + 6 dB[ ]

= 6B dB[ ]
                    

  
     מקבלים תוספת של quantizer -עבור תוספת סיבית ל, כלומר

6dBב -SNR .    

  
  

x  
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  :כלומר,  (±1)  נכנסים בתחום הנתון±4σ  ונבחר כך ש אות הכניסה גאוסי.  ב
  

   σx
2 = 1

16 ⇐ σx = 1
4  

  
  

    -הדבר מתאים ל

  
Overload Factor γ =∆

X max
σ x

= 4
 

 
 

   

 SNR  = 10 log
 1

 16
 2 −2b

 12
 = 10 log 3 + 20 log 2 (  )  b  − 1 (  )

 = 6 . 02 b − 6 . 02  + 4 . 77  ≅ 6 b − 1 . 23  dB [  ]

 =  6 B − 7 . 2  dB [  ] (  )  
    

  .  לכל סיביתdB 6  שוב אנו מקבלים תוספת של  

                 אם נציג, אגב  
X max = 1( ) σ x =

1
γ  

  
                טויינקבל הב  

 
SNR = 6B −10log

γ 2

3                                  
    

   קטן משפר לכאורה γ – שמוש ב  (  overload error טוי זה נכון בהזנחתיאך ב
  

  .)  גדולOverloadיש   אך למעשהSNR -את ה
  
 
  

p(x) 

x Xmax = 1 

-Xmax= -4 σ x Xmax= 4 σ x
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    פרושה הקטנתγהגדלת  
  בתחום, הפילוג" זנבות"

  .  ולכן הקטנת השגיאה.O.L -ה

( O.L.=Overload) 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

נתן י יאחידלא  בקוונטייזר ששימו כולל -דיון נרחב יותר בנושא הקוונטיזציה 
  . ספרתי של אותות דיבור ותמונותדידובקבקורס המשך הדן 

  
ל נותנות תוצאות משביעות " ספרתי ולכן הנחות המודל הנןבסינוכאן אנו דנים 

  .רצון
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 

 רעש גרגרי

   רויה

    ≈ 3  ÷ 4       עבור אות גאוסי

 
    פרושה כאן שבתחוםγהקטנת 

  )קטן יותר Xmax (מצומצם יותר 

  מוי ולכן השגיאהי רמות כ 2Bיש 

 .    יותר  קטנה  .O.Lללא 
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  :מוי של סדרת הכניסהישוב השגיאה במוצא מסנן ספרתי עקב כיח

  

  x n( )

  e n( )

  ∑   ̂ x n( ) = x n( ) + e n( )
  ̂ y n( ) = y n( ) + v n( )  h n( )

  ̂  x n( ) ≡ x Q n( )( )

  
  h(n) -ן ספרתי לינארי   התגובה לדגם יחידה של מסנ.  

שניתן לחשב  הרי  x(n) ל e(n) כיון שהמערכת לינארית והנחנו חוסר קורלציה בין
  :בלבד e(n)  ואת הספקו מתוך התגובה לv(n)את הרעש במוצא המסנן 

  
v n( ) = h k( )

k =− ∞

∞

∑ e n − k( )
  

  
E v n( ){ }=∆ m v = E h k( )e n − k( )∑{ }= h k( )E e n − k( ){ }

k
∑

  

        )DC תגובת(        

= m e h k( ) = m e H e jθ( )
k

∑
θ = 0  

mv   וכמובן אם     = 0 ⇐ me = 0  

σ                      :נחשב v
2 = E v 2 n( ){ } − m v

2

  
  ,נקבלו

 

  

E v 2 n( ){ }= E h k( )e n − k( )
k

∑⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

= E h k( )e n − k( ) h j( )e n − j( )
j

∑
k

∑
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

= E h k( )h j( )e n − k( )e n − j( )
j

∑
k

∑
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

= − −
σ e

2 δ j − k( )+ m e
2

j
∑

k
∑

  
  
  
  

h(k)h(j)E{e(n-k)e(n-j)} 
             �JJJJJ	JJJJJJ
  
                   σ2

eδ(j-k)+ me
2
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= h2 k( )σe

2

k
∑ + me

2 h k( )
k

∑ h j( )
j

∑ = σe
2 h2 k( )

k
∑ + me

2 h k( )
k

∑
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

  

mv                            אולם
2 = me

2 h k( )
k

∑
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

  
  ולכן

  

)        צוץיגם להעגלה וגם לק(
 

σv
2 = σe

2 h2 k( )
k

∑  

  
m v = m e h k( )

k
∑

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  

  ניתן לחשב את 

 
h 2 k( )

k
∑

  
  : בעזרת משפט פרסוול

  

  
h 2 k( )

k
∑ =

1
2 π

H e jθ( )
− π

π

∫
2

dθ
  

  

  :תוצאה זו נובעת ממשפט הקונבולוציה הקומפלקסית
  

  
h 2 k( )

k
∑ =

1
2 πj

H z( )
c
∫ H z −1( )dz

z  
  

  .  H(z-1) אך לא את קטבי קטבי   H(z) קונטור המקיף את- cכאשר
  

  דוגמה

  
H z( ) =

1
1− z −1a

=
z

z − a
↔ h n( ) = an ⋅1 n( )

  

           

a

         

h 2 n( )
n

∑ = a2( )n

n
∑ = 1

1− a2

∴ σv
2 = σe

2 1
1 − a2  

   ועבור קוטב הקרוב למעגל היחידה
  0 < ε << 1 , a = 1− ε:  
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σv

2 ≅ σe
2 1

2ε
=

h 2

24ε  
  

אך זה (כלומר ככל שהקוטב קרוב יותר למעגל היחידה תגבר עצמת הרעש ביציאה 
  !)כיון שגם האות הרצוי עשוי להיות מוגבר,  קטןSNR -לא אומר שה

  ):עקב קוונטיזציה של אות הכניסה למסנן (       SNROUT חשוב ה
  

  
S

N( )out =∆
σ y

2

σ v
2 ; SNR out =∆ 10 log S

N( )out dB[ ]
  

  
  :מתוך תהליך סטציונרי לבןסדרה  {x(n)}   :מקרה פרטי  .א

   

  
σ y

2 = σ x
2 h 2 n( ) ⇒

n
∑ S

N( )out =
σ y

2

σ v
2 =

σ x
2

σ e
2

h 2 n( )∑
h 2 n( )∑

= S
N( )in  

  
      כיון שגם האות וגם הרעש לבנים אין למסנן הלינארי השפעה על, כלומר  
  .SNR -ה  

  

  מקרה כללי  .ב
    x n( ){  ממוצעעם ) במובן הרחב( סדרה מתוך תהליך אקראי סטציונרי {

     Φxx(z)רלית   וצפיפות הספק ספקט Rxx(n)אוטוקורלציה ' בעל פ, אפס  
    )צדדית- דוZהתמרת ( 

  Φ xx z( ) = Z Rxx n( ){ }  
  אזי קיים  

 Φ yy z( ) = Φxx z( )H z( )H z −1( )  
z    נציג): מעגל היחידה בתחום ההתכנסות(ועבור סדרה יציבה    = e jθ

  
  

  

Φ yy θ( ) = Φxx θ( ) H θ( ) 2

R xx 0( ) = σx
2 = 1

2π
Φ xx θ( )dθ

− π

π

∫

R yy 0( ) = σy
2 = 1

2π
Φ yy θ( )dθ

− π

π

∫ = 1
2π

Φ xx θ( ) H θ( ) 2 dθ
−π

π

∫
  

  

  ):הראה(וקל להראות   

2( ) ( )xx xR k kσ δ=
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  ועבור אות כניסה לבן  אכן  
( / ) ( / )out inS N S N=  

  :במערכת מסדר שני

            

  θ0
r

            
H z( ) =

z2

z2 − 2r cos θ0z + r2
  

  

              
⇒ h2 n( )

n
∑ =

1 + r2

1 − r2 ⋅
1

r4 +1− 2r2 cos 2θ0( )  
  

  
r = 1− ε ⇒

0< ε<<1
σv

2 ≅ σe
2 1

4εsin2 θ0  
  

                         
σe

2 =
h 2

12
=

2−2 b

12
=

2 −B

3
⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

  
נקבל יותר ) קצב דגימה גדול יותר למסנן עם תדר קטעון נתון( קטן יותר 0θככל ש 

  .רעש ביציאה
  

  מקרה אחר

    

  θ0
r

              

H z( ) =
z z − r cosθ0( )

z2 − 2r cosθ0z + r2

⇒
r=1−ε, 0<ε<<1

σv
2 ≅ σe

2 1
4ε

= h2

48ε  
  

  0θאין תלות ב : שים לב                                                        
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   שגיאת קוונטיזציה ביציאת מסנן ספרתי עקב פעולות
  לה סופייאריתמטיות עם אורך מ

  

מוי אות הכניסה מתאים גם לכאן ינניח שהמודל הסטטיסטי בו השתמשנו עבור כ
מודל זה ). כלומר אין קורלציה בין דגמי השגיאה ואין קורלציה בין האות לשגיאה(

לה גדול יכ כאשר אות הכניסה מורכב מספיק ומשתמשים באורך מ"תופס בד
  ).טיים זה מתקיים כמעט תמידבחשובים אריתמ(מספיק 

  

 בשיטת Fixed Pointנניח תחילה שהאריתמטיקה היא עם מספרים בייצוג 
  . של פעולות הכפלהעגלה ומבצעים 2-המשלים ל

  

 IIRמסנן   .א

   :                              מערכת מסדר ראשון) 1(
H z( ) =

1
1− αz −1 =

z
z − α  

  x n( )
  ∑

D  Q ⋅[ ]
  α

  w n( ) = y n( ) + v n( )

  B = b +1
  Bw + Bα

ÙÚÂÏÝ†‰Ú‚Ï‰ 
ÓÓÏ‰†·‡Â¯Í††††††††††††††Ï‡Â¯Í

    
  ).שגיאות בלתי תלויות(נניח כרגע שאין קוונטיזציה בכניסה 

  :בהנחות המודל הסטטיסטי לעיל ניתן לתאר זאת כך

  e n( )

  x n( )
  ∑

D
  α

  w n( ) = y n( ) + v n( )

  ∑

  e n( )

  
  
  

  פעולת העגלה

  B=b+1 לאורך  BW + Bα -1    לה באורךיממ
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 m e = 0 ⇒ m v = 0

  

  
1

h

  
h

2  −
h

2

  pe

0
e

     

 
σv

2 = σe
2 h e

2 n( )
n

∑ = σe
2 h 2 n( )

n
∑

  
  

  . e(n) היא תגובת המסנן לדגם יחידה בכניסתhe(n)כאשר ,  he(n)=h(n) כאן
)בהנחת פלוג רציף   )(2 2 )wB B Bα + >>:  

  

 

σ e
2 =

h 2

12
=

2 − 2 b

12

σ v
2 = h 2

12
α n( )2

=
n

∑ h 2

12
1

1 − α 2
  

  

  

S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

out
=

σ y
2

σ v
2 =

σ y
2

σ e
2 1 − α 2( ) = 2 2 b ⋅12 ⋅ 1 − α 2( )σ y

2

  
  

                 בכניסה עם שונות" לבן"ועבור אות     
  
  

  
σy

2 =
σx

2

1− α 2 ⇐
  

  

  

S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

out
= 2 2 b ⋅12 ⋅ σx

2

  

 
    .)α -בלתי תלוי ב(
  
  

2 2

2 2
in/12

x x

e

S
h N

σ σ
σ

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 σ x
2
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 :מערכת כללית מסדר שני)  2(
  

  
H z( ) =

b 0 + b1z
−1 + b2z

−2

1 + a1z
−1 + a2z

−2 ↔
Z −1

h n( )
  

  
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

σv
2 = σe A

2 h eA

2 n( ) + σe B

2

n
∑

= 2σe
2 h 2 n( ) + 3σe

2

n
∑ ; σe

2 =
2−2b

12

= 2σe
2 3

2
+ h 2 n( )

n
∑

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 
  

ein  מוי בכניסה ניתן להוסיף השפעתו כמקור שגיאה י אם יש כ:שים לב n( )   

  :  בכניסה ונקבל  

  

σv
2 = 2σe

2 3
2

+ h2 n( )
n
∑

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ + σe
2

in

↑

h2 n( )
n

∑
  

σe  -שונה מ        
2

  כ"המלה השונה בד  בגלל אורך
  

ל ששגיאת הקוונטיזציה ביציאת המסנן תלויה במבנה "שוב הניברור מגישת הח
נתבונן כעת , למשל. שלו ומקבלים תוצאות שונות עבור מבנים שוניםהטופולוגי 

  : של מסנן מסדר שני הישירשבמימו
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  D   D   D   D  ∑

  ∑

  ∑

  ∑

  ∑

  ∑

  b0

  b1

  b2  x n( )
  w n( ) = y n( ) +v n( )

  e3

  e4

  e5

  e1

  e2  
eT n( ) = ei

i =1

5

∑ −a1

−a2  

        
H z( ) =

B z( )
A z( )

↔
Z −1

h n( )
  

  :כאן מתקבל
 

  σ v
2 = σ e T

2 ⋅ h a
2∑ n( ) = 5σ e

2 ⋅ ha
2∑ n( )

  
  ,כאשר

 

  
h a n( ) = Z −1 1

A z( )
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

  
  ".קטבים"התמסורת הקובעת היא רק של ה' כלומר במקרה זה פ

  

  :חבור חוליות מסדר שני בקסקדה
  

      :ראינו כי עבור חוליה מסדר שני בממוש קנוני מתקבל המודל

  
  ∑   ∑

  eA n( )   eB n( )

  H
  

             σe A

2 = 2σe
2 ; σeB

2 = 3σe
2 ; σe

2 = 2−2b 12  
  : חוליות בטורNאם נחבר 

  ∑   ∑   ∑   ∑   ∑   ∑
  x n( )

  eA
1

  H1

  eA
2

  eB
2

  eB
1

  eB
N

  eA
N

  H2   HN

  w n( ) = y n( ) +v n( )
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2:אזי, b0=1ואם  2 22
BAe e eσ = σ = σ ,ונקבל:  
   

  

  
σ v

2 = 2 σ e
2 h 1 , N

2 n( ) + 2 h 2 ,N
2 n( ) + " + 2 h N

2 n( ) + 1{ }
n

∑
  

כ כדאי שהחוליות הרועשות ביותר "בד (סדר החוליות משפיע על התוצאה :שים לב
  !). אך זה תלוי בתגובת המסנן-הם לא יוגבר יהיו בסוף כדי שהרעש של

כמובן שגם כעת מבנה החוליה משפיע על התוצאה ולמשל עבור ממוש ישיר של כל 
  : חוליה צריכים להשתמש ב

  ∑

  
1 2 4 4 4 4 3 4 4 4 4 

  Bi

  eT
i n( )

  
1

Ai

  Hi
  

  
  :והחבור בטור

  ∑  B1
  
1
A1   ∑   ∑

  wn( )=y n( )+v n( )

  x n( )
  B2

  eT
1

  eT
2

  
1
A2   

1
AN

  eT
N

  BN

  
  
  
  
  
  FIRמסנן   .ב

�JJJJJJJ	JJJJJJJJ
  

Hi

... 

2
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y n( ) = h k( )x n − k( )

k =0

N −1

∑
  

  :מוש הישיר המקובלינבחן רעש הכפל במ
  

  ∑

  ∑

  ∑

  ∑
  w n( ) = y n( ) +v n( )

  x n( )
  D   D   D

  h0

  h1

  hN−1
  eN−1

  e1

  e0

  eT n( ) Ó˜Â¯†×˜Â

  

  

v n( ) = eT n( ) = e i n( )
i=0

N −1

∑

σv
2 = Nσ e

2 = N 2−2 b

12  
  

ון שאין רקורסיה וכאשר הכניסה מתאפסת כי *Limit cycleכאן אין חשש של 
  . דגמים גם היציאה תתאפסNמובטח שכעבור 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                  
  יטופל בהמשך  ∗
  
  
  
  )Floating point(ייצוג בנקודה צפה   .2

:מקור שקול 
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X  :ייצוג מספר בנקודה צפה   = M⋅2E
  

  
   M-    שבר המיוצג ב -מנטיסה Fixed-point) Sign & Mag (    ומנורמל לתחום

1
2 ≤ M <1

  
  

  E - שלילי או אפס, חיובי( מספר שלם - אקספוננט(  
  

  M - מיוצג ב - t+1 כולל סימן( סיביות)  (Sign & Magnitude(  
  

  E -   מיוצג ב- r+1 כולל סימן( סיביות(  
  

  (X>0) :בצוע כפל  . א

  

X 1 = M 1 ⋅ 2 E 1

X 2 = M 2 ⋅ 2 E 2

Y = X 1X 2 = M 1 M 2 2 E 1 + E 2( ) = M Y 2 E Y

  
  

    סיביות t + 1י  " מיוצג עMY  ו MY| < 1| ≥ ½  :  כך שקיים
      EY  שלם)r+1סיביות (  
  

  :הערה
  

 -תמיד גדולה או שוה ל ( ½קטנה מ כ מתקבלת )בערך מוחלט (אם המנטיסה
 1י הזזה בסיבית אחת שמאלה ומפחיתים "מנרמלים אותה ע, ) ¼

  . סיביותt+1 -עתה מעגלים ל. מהאקספוננט
 

  :למשל
  

  

X 1 : M1 = 0.101 E 1 = 2 X 1 = 0. 625 ⋅ 2 2 = 2. 5( )
X 2 : M 2 = 0.101 E 2 = 1 X 2 = 0. 625 ⋅ 2 1 = 1. 25( )  
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  (X>0)  בצוע חבור  .ב

  

X1 = M1 2E 1

X2 = M 2 2E 2

Y = X1 + X2 = M Y 2E Y

  
  

 ימינה עד לשוויון האקספוננט הקטןמזיזים המנטיסה של המספר בעל   -
  .אקספוננטים  

  
  מחברים המנטיסות  -
  
י הזזה ימינה או שמאלה  " ע[1, 1/2] מנרמלים המנטיסה המתקבלת לתחום   -

  ומעדכנים האקספוננט בהתאם  
  
  סיביות) t+1(מעגלים המנטיסה המנורמלת ל   -
  

  :למשל

  

X1: M1 = 0.101 E1 = 2 X1 = 0.625 ⋅22 = 2.5( )
X2 : M2 = 0.111 E2 = 1 X2 = 0.875 ⋅ 21 = 1.75( )
Y = X1 + X2 = 4.25  

  
  :הימינM2 הזזת  

  

  

′ M 2 = 0.0111 ′ E 2 = 2
M1 + ′ M 2 = 0.1010

+ 0.0111
1.0001 → 0.10001 : EY = 2 +1 = 3

M Y = 0.10001[ ]R = 0.100 ; EY = 3 ⇒ YR = 4
e = YR − Y = −0.25  .25 0-=  Y – RY = e 
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  :שגיאת הקוונטיזציה. ג
  

  .חבור והן בפעולות כפלמתקבלת לפיכך שגיאה עקב העגלה הן בפעולות 
  :כיון שהשגיאה היא רק במנטיסה מניחים מודל השגיאה הבא

  

  

Q x n( )[ ] = x n( ) 1 + ε n( )( ) = x n( ) + x n( )ε n( )
= x n( ) + e n( )

∴ e n( ) = x n( )ε n( )  
( )nεזו שגיאה יחסית .  

 י "כיון שהשגיאה במנטיסה חסומה עמ
2−t

2 
  ) סיביותt+1למנטיסה  (

  

            
e n( ) ≤

2− t

2
⋅ 2E

  

               לומרכ
x n( )ε n( ) ≤

2 −t

2
⋅2 E

  
  

2                      אבל
E −1 ≤ x < 2E

  

ε             :"השגיאה היחסית"לכן       n( ) ≤ 2− t

      
 
  

  :נדגים כעת אנליזת שגיאה במסנן ספרתי מסדר ראשון
  

  :המסנן

      

  ∑

  D

+

-
  x n( )   y n( )

  α  
  

דיאגרמת המסנן עם מקורות , כיון שקיימת שגיאה גם עקב כפל וגם עקב חבור
  :הרעש היא

  

  ∑

  D

+

-
  x n( )

  α
  ∑

  ∑   w n( ) = y n( ) + v n( )

  e2 n( )

  e1 n( )

  g n( )

  w n −1( )
  



   מוסמכים- למודי,חשמל-הנדסת,    הטכניון                      )  ה" תשס– תשיעיתמהדורה (  מלאך.  ד– בוד ספרתי של אותותיע
 

22 1     .-  'עמ                                                            

  :שגיאות הקוונטיזציה
  

  

e1 n( ) = αw n −1( ) ⋅ ε1 n( )

e2 n( ) = g n( ) ⋅ε2 n( )  
  

)  גבוה .F.Pהסיביות ב' הנחה סבירה כיון שמס" (עדינה"ח כעת שהקוונטיזציה נני
  :כך שמתקיים

  

g n( ) ≈ y n( )
w n −1( ) ≈ y n −1( )  

  :רוביבק, כלומר

  

e1 n( ) = αy n −1( ) ⋅ε1 n( )

e2 n( ) = ε2 n( ) ⋅ y n( )
  

  

  : הם כמו בדיונים הקודמיםε(n)כאשר ההנחות על 
,ε1(n) ε2(n)חסרי קורלציה ביניהם ועם כל שאר האותות במסנן ומפולגים ,  לבנים

  :כך ש ,  ±  t-2אחיד בתחום 

  
σε1

2 = σε2

2 =
2 −2 t

3.  
  .וחסרי קורלציה ביניהם" לבנים" הם e2 (n) ו e1 (n)לכן גם 

  

  ∴ σ e1

2 = α 2σ ε1

2 E y 2 n − 1( ){ }  
x  -ובהנחה שהאותות סטציונריים ו n(     ← y(n) הוא בעל ממוצע אפס (

          :בעל ממוצע אפס
σe1

2 = α2σε1

2 σy
2

    

 
σe 2

2 = σε2

2 σy
2

  
 

  ).Fixed Pointב (עתה שאפיינו את מקורות הרעש ההמשך הוא כמקודם 
   :e1 (n)תרומת מקור הרעש 

  

  , כאשר

σf1

2 =σe1

2 ⋅ h1
2 n( )

n
∑ =σe1

2 1
1−α2 =σy

2σε1

2 α2

1−α2 =σy
2 2−2t

3
α2

1−α2

h1 n( ) =αn1 n( )  
  
  



   מוסמכים- למודי,חשמל-הנדסת,    הטכניון                      )  ה" תשס– תשיעיתמהדורה (  מלאך.  ד– בוד ספרתי של אותותיע
 

23 1     .-  'עמ                                                            

   :e2 (n)תרומת מקור הרעש 
  

  ,                  כאשר

σ f2

2 = σ e 2

2 h 2
2 n( ) = σ e 2

2∑ 1
1− α 2 = σy

2 2−2 t

3
1

1− α 2

h 2 n( ) = h1 n( ) = α n 1 n( )  
  :כ שונות הרעש ביציאה"וסה

  

σ v
2 = σ f1

2 + σ f1

2 = σ y
2 1

1 − α 2 1 + α 2( )2 −2 t

3
= σ y

2 2 −2 t

3
1 + α 2

1 − α 2
  

  

  :ולכן יחס האות לרעש ביציאה
  

)Floating pt.          (

S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

OUT

=
σy

2

σ v
2 =

3
2 −2t

1 − α2

1 + α2 = 3 ⋅22 t 1 − α2

1 + α2

  
  

   עבורו מתקבל Fixed Pointלעומת מסנן מסדר ראשון ואריתמטיקה 
   

)Fixed Point(
             

S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

OUT
= 12 ⋅2 2 b ⋅σ y

2 1 − α 2( )
  

  

  :נעיר שעבור קוטב הקרוב למעגל היחידה
  

         1− α 2 ≡ 2δ ← α =1 − δ , 0 < δ << 1  
  

  :ל"מקבלים עבור שני המקרים הנ
  

  

Floating Point: S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

out
≅ 3 ⋅2 2t ⋅ δ

Fixed Po int: S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

out
≅ 24 ⋅2 2b ⋅σy

2 ⋅δ
  

σyשים לב ש 
  :לבןכאשר אות הכניסה  δ.  -כ ב" תלוי בד2

  

  
σy

2 = σ x
2 1

1− α 2
  

  )Fixed Point ( ומקבלים אז עבור

 ) x(n)לבן(    
Fixed Po int:

S
N

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

out
= 12 ⋅ 22 b ⋅σx

2
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  Scalingי "מניעת גלישה ע

  
  .Fixed point -נדון במסננים ספרתיים הממומשים ב

בכל הסיכום יש להבטיח שתוצאת , )overflow(על מנת למנוע שגיאת גלישה 
  .לא תגלוש,  במסנןצומת סיכום

  
  
  )צומת סיכום אחד ( בממוש ישירFIRמסנן   .א
  
  

  x n( )   S
  D   D   D

  h 0( )
  h 1( )

  h N −1( )

  h N − 2( )

  h n( )

  y n( )
  ∑Scaling 

Factor

  
  

x        נתון n( ) ≤1  

y       נדרש n( ) ≤1  
      

  

  
y n( ) ≤ S h k( )x n − k( ) ≤ S x max h k( )

k
∑

k
∑

  
  

  :תנאי מספיק לקיום הדרישה

                 
Sx max h k( )

k
∑ ≤ 1

  
  

xmax              ועבור =1  
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  :מתקבל תנאי מספיק למניעת גלישה  
  

  

  

S ≤
1
h k( )

k
∑

  
  

 הערה
  

במקרים רבים , אולם.  שלא תארע גלישהאבסולוטיתל מבטיח "התנאי הנ
 גדול יותר לא S - בששימויתכן וגם , כלומר. מדי" פסימית"זוהי דרישה 
 גדול ככל האפשר S המסנן עדיף יביצועכמובן שמבחינת . יגרום לגלישה

נראה בהמשך גם גישות .  מנחית את אות הכניסהS -כיון ש, )1-קרוב יותר ל(
  . Sאחרות לקביעת ערכו של 

  
  

  

  פר צמתי סיכוםמסנן בעל מס  .ב
  

גלישה -יש להבטיח אי, אם בדיאגרמת המימוש יש יותר מצומת סיכום אחד
' פ(לשם כך נדרש לחשב את התגובה לדגם יחידה .  מהצמתיםבכל אחד
 הקטן ביותר S -ביציאת כל אחד מהצמתים ומשתמשים ב) תמסורת
-של מספר תת) מקביל/טור(עדיף לכן לממש את המסנן כחבור . המתקבל

כמודגם , יחידה-חות נפרד לכל תתיולהשתמש במקדם נ) חוליות(ות יחיד
  :להלן

  
  
  בור חוליות בטוריח
  

  
  

  x n( )   y n( )  S1

  G1
  S2

  G2

  SN

  GN
  

  

  

  
  

 וביציאתה לא תהיה Gi נקבע כך שבכל צומת סיכום בחוליה Siהמנחת 
  .גלישה
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כי ) חשוב התגובה לדגם יחידה(שים לב שניתן לטפל בכל חוליה בנפרד 
" פסימית"תוצאה (חום הנדרש מובטח שאות הכניסה לכל מנחת הוא בת

  ).לעיתים
  

הרי שאי ,  בכניסת המערכתSנעיר עוד שאם משתמשים רק במנחת אחד 
  י "גלישה בכל צומת סיכום במערכת תובטח אמנם ע

  

  
S = Si

i=1

N

∏
  

  
מוש במספר יעדיף לכן הש. אך ערך זה עלול להיות קטן במידה רבה מהנדרש

  .מנחתים כמתואר לעיל
  

שממנה נגזרות מספר , Sביעת מקדם הנחות נציג כעת גישה כללית יותר לק
  )L.B.Jackson, BSTJ Feb 1970, pp.159-184ראה . (תוצאות ידועות

  
  Sגישה כללית לקביעת 

 

  x n( )   y n( )  S
  h n( )

  
  

 h(n)היא התגובה לדגם יחידה במוצא צומת הסיכום הנבדק.  
  

        

 

  

Y e
jθ( )≡ Y θ( ) = SX θ( )H θ( )

H θ( ) = F h n( )( ) =
∆

n
∑ h n( )e− jnθ

  
  

 במחזור θ-זורית בקומפלכסית ומח (X(θ)  של פונקציה  norm-Lpמגדירים 

 2π (י "ע  
  

    
X θ( ) p ≡ X p =∆

1
2π

X θ( ) p dθ
− π

π

∫⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 

1 p

, ∞ > p ≥ 1
  

      ונורמה זו מוגדרת אם 
X θ( ) p dθ

−π

π

∫ < ∞
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 קיים וניתן ∞→pאזי הגבול כאשר , θ-רציפה ב X(θ) ניתן גם להראות שאם
  י "ע

            
X θ( )

∞
= max

− π≤θ≤ π
X θ( )

  
  : האומר Hölderשויון -נשתמש באי

  

         Y = U ⋅ H ⇒ Y 1 ≤ U p H q  
  עבור

                                

1
p

+
1
q

= 1
  

  :המקרים המענינים(
   p = ∞, q = 1; p = 1, q = ∞; p = 2, q = 2(  

  

      
Y 1 =

1
2π

Y θ( ) dθ
− π

π

∫⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ ≥

1
2π

Y θ( )e jnθdθ
− π

π

∫ = y n( )
  

  
Y             עבור;כלומר = U ⋅ H  

          
y n( ) ≤ U p H q ;

1
p

+
1
q

= 1
  

  
U              בבעיה שלנו = S ⋅ X  

ולכן
         

y n( ) ≤ S X p H q ;
1
p

+
1
q

= 1
  

  
  : הואy(n)| ≤ 1| לקבלת מספיקותנאי 

  

                
S ≤

1
X p H q

;
1
p

+
1
q

=1
  

  :נבחן שני מקרים
)1 ( p=q=2:  
  

      

S ≤
1

X 2 H 2

=
1

1
2π

X θ( ) 2 dθ
−π

π

∫ ⋅ 1
2π

H θ( ) 2 dθ
− π

π

∫⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 

1
2
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  :Parsevalומתוך משפט 
  

 

S ≤
1

x2 n( ) ⋅
n

∑ h 2 n( )
n

∑⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 

1
2

  
  

  . x(n)החסרון בתוצאה זו הוא התלות באות הכניסה

)2 (∞     p = 1, q =:  
  

               

S ≤
1

max
−π ≤θ≤π

H θ( ) ⋅ 1
2π

X θ( ) dθ
− π

π

∫
  

  ואם נתון

              
X 1 =

1
2π

X θ( ) dθ
− π

π

∫ ≤1
  

  
  נקבל התנאי המספיק ) x(n)| ≤ 1|דבר המבטיח ש (
  

  
S ≤

1
max

θ
H θ( )

; X 1 ≤ 1
  

  
  . עבור אותות כניסה סינוסואידלייםשלשימותנאי זה נוח במיוחד 

  

  :אותות אקראיים מקביל קיים עבור חניתו
  

  x n( )   y n( )  S
  h n( )

  u n( )
  

  
  .נניח שמדובר באותות אקראיים סטציונריים בעלי ממוצע אפס

  כאן קיים
  

        Φ yy θ( ) = Φuu θ( ) H θ( ) 2 = S2Φ xx θ( ) H θ( ) 2
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yy כאשר  uu xx( ), ( ), ( )θ θ θΦ Φ Φ נקציותהן התמרות פוריה של פו  

y,  האוטוקורלציה של האותות האקראיים  n( ),u n( ),x n(   . בהתאמה(
   : Holderי אי שויון "עפ
  

          
Φ yy 1

≤ S 2 Φ xx p H 2
q

;
1
p

+
1
q

= 1
  

  אך מתוך

                   
Φ yy 1

=
1

2π
Φ yy

− π

π

∫ θ( )dθ = σ y
2

  
  ולכן

  

                      
σ y

2 ≤ S2 Φ xx p H 2
q  

  נשים לב כי
  

  

H 2
q

= 1
2 π

H θ( ) 2( )q
d θ

− π

π

∫⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 

1
q

= 1
2 π

H θ( ) 2 q( )d θ
− π

π

∫⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 

1
2 q⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

2

= H 2 q
2

  
  ומקבלים

  
σ y

2 ≤ S2 Φ xx p H 2 q
2 ;

1
p

+
1
q

= 1
  

  
  :נבחן שני מקרים

  

)1(    q = 1 , p = ∞:  
  

  
σy

2 ≤ S2 Φ xx ∞
H 2

2 = S2 max
θ

Φxx θ( ) ⋅ H 2
2

  
  

σx עבור אות כניסה לבן בעל שונות 
2

:  
  

            

Φ xx θ( ) = σx
2 ∀θ

σy
2 ≤ S2 H 2

2 σx
2
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  כאן מסתפקים בדרישה

  σy
2 ≤ σx

2

  
  

  : לכך הוא לכןמספיקותנאי 
  

x(n)         לבן     , ; σ y
2 ≤ σ x

2
  

  
  
  
  
)2 (  p = 1, q = ∞  
  

          
σy

2 ≤ S2 H ∞
2 Φxx 1 = S2 max

θ
H θ( ) 2 ⋅σx

2

  
  

  ) לבנהאדווקלאו (עבור כניסה סטציונרית כלשהי , כאן

σy   והדרישה
2 ≤ σx

2
  מתקבל התנאי המספיק, 

  

  
S2 ≤

1
max

θ
H θ( )

2 ; σy
2 ≤ σx

2
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  חותיהשפעת המבנה הפנימי של המסנן על מקדם הנ

  
כ השפעה "יש בד) וליהאו הח(של המסנן ) שהמימודיאגרמת (למבנה הפנימי 

  .נדגים זאת להלן. חותירבה על מקדם הנ
  
   מסדר שניNotchמוש מסנן יתוח מינ
  
  
  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 - שונים של החוליה מסדר שני המממשת את מסנן הםמימושינבחן שני 
Notchלעיל .  
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  מוש קנוניי מ- 'מוש אימ
  
  
  
  
  

  
    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : נשתמש בתנאי שמצאנו לעילSIנחות כדי לקבוע את מקדם ה
  

  
S ≤

1
max

θ
H θ( )

  
  

התמסורת ' לפ): שמאליה(נבחן תחילה את מוצא הצומת הראשון   

   שערכו  0θהמתאימה יש מכסימום בתדר הקוטב 
1

ε ⋅β(     ולכן נדרש(

  

        

SI ≤
1

1
ε ⋅β( )

= ε ⋅β ; β ≅ 2r sinθ0

  
  

  . קטן מאודSI חותימקדם נ, כלומר

  θ 0תדר הקריטי אין עוד בעיה כי דוקא ב) מוצא המסנן(לגבי הצומת השני 
  כיון ש   , ובכל מקרה. מוצא המסנן מתאפס

max
θ

N θ( ) =      הרי שהצומת 1
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  .וה בעיהוהזה אינו מה

 הוא מרחק הקוטב ממעגל ε    כאשר ,  SI ≤ εβמוש הקנוני נדרשיבמ, כוםילס

  .β ≤ 2 ≥ 0,  היחידה
  

  )חוליה מסדר שני(מוש ישיר י מ- 'מוש בימ
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   -מכיון   ש. כום אחד שמוצאו הוא מוצא המסנןימוש זה יש צומת סיבמ

  

  
max

θ
N θ( ) = 1

  
  .  SII = 1הרי שאין בעית גלישה ואפשר להשתמש ב

  .מבחינת בעית הגלישה' מוש איעדיף על מ' מוש ביברור שמ, כוםילס
  

  הערה
  

,  בכניסה למסנן המורכב ממספר חוליות בטורSאם משתמשים במנחת יחיד 
מוש יש. S-כ אף הוא על הערך הנדרש ל"חוליות משפיע בדהרי שסדר ה

חות המתאימים בנפרד לכל חוליה מבטיח אמנם אי יבמכפלת מקדמי הנ
  . כ קטן במידה רבה מהערך הנדרש"אך הוא בד, גלישה
חוליות כל - לשתי תתNotchמושים לעיל של מסנן ה יפצל את המ, כתרגיל

  .חות המתאימיםיאחד וחשב את מקדמי הנ
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   במסננים ספרתייםLimit cycle -תופעת ה

  
 

  H   y n( )  x n( )
  

  
  :במסנן יציב ואריתמטיקה ללא הגבלת אורך מלה   • 

  y n( ) → 0 ⇐ n > n 0 ,x n( ) = 0  
  ")תנאי התחלה"דעיכת  (
  
  במסנן רקורסיבי עם אורך מלה סופי היציאה עלולה שלא לדעוך לאפס  • 
  .Limit Cycle ⇐ ) בערך קבוע או מתנדנדת" נתקעת("   

    
  :הדגמת התופעה במסנן מסדר ראשון  

  

  x n( )   w n( )

  Q   D
  α

  Σ

  
  

  

y   :ללא קוונטיזציה n( ) = αy n −1( ) + x n( )  
  

w    : עם קוונטיזציה n( ) = Q αw n −1( )[ ]+ x n( )  
  

  ):אריתמטיקה במספרים שלמים (הדגמה מספרית
  

    נניח 

  

y −1( ) = w −1( ) = 13
x n( ) = 0 , n ≥ 0  

  

α1          )שני מקרים( = 0.94 , α2 = −0.94  
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α = − 0.94  α = 0.94    

w(n)  y(n)  w(n)  y(n)  n  

13.0  13.0  13.0  13.0  1-  

-12  -12.22  12  12.22  0  

11  +11.49 11  11.49  1  

-10  -10.79  10  10.79  2  

9  10.14  9  10.14  3  

-8  -9.54  8  9.54  4  

8  8.97  8  8.97  5  

-8  -8.43  8  8.43  6  

:  :  :  :  :  
   
  

  .  [8,8-]הוא" Dead-band "-בדוגמה זו תחום ה
  

  : באופן אנליטיband-Dead -מציאת ה
  

  מסדר  ראשון' מע    .א

  

W n − 1( ) = Q αW n − 1( )[ ]

W n − 1( ) − αW n −1( ) ≤ h
2 h =∆ 2 −b

∴ W n − 1( ) 1− α[ ] ≤ h
2

W n − 1( ) ≤
h

2
1 − α  

  

1/2 1/2Dead-band = -h ,  h  
1- 1

⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥α − α⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦  

  
  
  
  

[9 x 0.94]=[8.46]=8  

[8 x 0.94]=[7.52]=8 
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h עבור , למשל =   :  α = ± 0.94)מספרים שלמים (1
   

Dead-band  =  [- |_8.33_|, |_8.33_| ] = [-8,8]  
  

  . z = -1 אוz = 1ב " אפקטיבי"קוטב 
  
  מערכת מסדר שני  .ב

  

H z( ) = 1
1+ β1z

−1 + β2z
−2 = z2

z2 + β1z + β2

y n( ) = −β1y n −1( ) −β2 y n − 2( ) + x n( )  
  

 

β2 = r2

β1 = −2r cos θ0           

  θ0r

  z

  
  

  :מקום הקטבים
  

  
  

  : המבטיח יציבות המערכת β1,β2תחום ערכי 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

P 2 +β1P + β2 = 0

P1,2 = − β1

2
± β1

2

4
−β2
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  :במערכת מסדר שני עם קוונטיזציה קיים  
  

        w n( ) = x n( ) − Q β1w n − 1( )[ ]− Q β 2w n − 2( )[ ]  
  
  ".modes" מספר  בעלLimit Cycleומתקבל  
   

  :נבחן שני מקרים
  

אפקטיבית  לא " המערכת  -קיימים שני קטבים קומפלכסיים צמודים   ) 1(
  כאשר" יציבה  

  r
2 = β2 eff

= 1
  

  : וזה קורה כאשר

  
  ):שונים(קיימים שני קטבים ממשיים   )2(

  ±1 הם ב " הקטבים האפקטיביים"  
  

  
P ±1( )2 = P2 ± 2P +1 ⇒

β1 eff = ±2

β2 eff = 1

⎧ 
⎨ 
⎩   

  
  :1[Jackson]1ומתקבל 

  
w n( ) ≤

h
1 − β 1 + β 2  

                                                 
 1   Jackson, L.B. ,"Roundoff Noise Bounds...", IEEE Trans.   
 Circuit Theory, Aug. 1976, pp.481-485. 

 

  

w n − 2( ) − β2 w n − 2( ) ≤ h
2

∴ w n − 2( ) ≤ h 2
1− β2  
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(From:   

   Oppenheim & Weinstein, Proc. IEEE. Vol. 60, No.8,  
   Aug 1972, pp. 957-976) 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

Stability Triangle
(2-nd Order Filter) 

Normalized 
Amplitude of 
Limit cycle 

No Limit 
cycle 
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  מוי מקדמי המסנןיכ

  
  

  

H z( ) =
b k z − k

k = 0

M

∑

1 + a k z − k

k = 1

N

∑
= B z( )

A z( )

ˆ a k = a k + ∆a k

ˆ b k = b k + ∆b k

ˆ H z( ) = H z, ˆ a k , ˆ b k( )  
  

  :השגיאה' פ

  
E z( ) =∆ H z( ) − ˆ H z( )

  
  

  :בתחום התדר

  E θ( ) = H θ( ) − ˆ H θ( )
  

  
  

                : FIRבמסנן 
E θ( ) ≤ N ⋅ h

2 ; h =∆ 2− b
  

)N -המקדמים'  מס(  
  ):Parseval(כן קיים 

  
  

  

1
2 π

E θ( ) 2 d θ
− π

π

∫ = h n( ) − ˆ h n( )( )2

n
∑

  
  

  
מוי ייש להבטיח שעקב כ. יציבותבעית ה היא IIRהבעיה העקרית במסנני 

  .המקדמים לא תפגע יציבות המסנן
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  השפעת כמוי המקדמים על תזוזת הקטבים
  

  

H z( ) = B z( )
A z( )

A z, ′ a ( ) =∆ 1 + ′ a kz − k

k =1

N

∑

= 1 − ′ p kz −1( )
k =1

N

∏ = A z, ′ p ( )
′ a = a ⇒ ′ p = p ⇒ A z, ′ a ( ) = A z, ′ p ( )= A z( )

∆pi ≅
∂ ′ p i ′ a 1 , ′ a 2 ,…, ′ a N( )

∂ ′ a kk =1

N

∑ ′ a =a ⋅ ∆a k
  

  
  :מוש בכלל השרשרתיש
  

∂A z, ′ p ( )
∂ ′ a k ′ a = a

=
∂A z, ′ p ( )

∂ ′ p l
⋅
∂ ′ p l ′ a ( )

∂ ′ a k

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ l =1

N

∑
′ a = a

∂A z, ′ p ( )
∂ ′ p l

= −z−1( ) 1 − pmz−1( )
m =1
m ≠ l

N

∏
  

  ולכן
  
  
  

  
  

  

 

...,
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∴
∂ ′ p i ′ a ( )

∂ ′ a k ′ a = a
=

∂A z, ′ p ( )
∂ ′ a k

∂A z, ′ p ( )
∂ ′ p i ′ a = a

z= p i

A z , ′ a ( ) = 1 + ′ a k z − k

k =1

N

∑ ⇒
∂A z, ′ p ( )

∂ ′ a k ′ a = a
z = p i

= p i
− k

   

A ′ z , ′ p ( )= 1 − p
k
z −1( )

k= 1

N

∏

⇒
∂A z, ′ p ( )

∂ ′ p 
i

′ p = p

z = Pi

= −p i

−1( ) 1 − pm p i

−1( )
m =1
m ≠ i

N

∏ = −p i

− N( ) pi − pm( )
m= 1
m≠ i

N

∏

′ a = a ⇒ ′ p = p( )
  

  

 

  

∴
∂ ′ p i ′ a ( )

∂ ′ a k ′ a = a
=

pi
− k

− pi
− N( ) p i − p m( )

m =1
m ≠ i

N

∏
=

−pi
N −k

p i − p m( )
m =1
m ≠ i

N

∏
  

 

 

∴
∂pi

∂ak

=
pi

N − k

p i − p m
m =1
m ≠i

N

∏
    

      :  piהחסם על תזוזת הקוטב, על כן

  
∆pi ≤

∂pi

∂ak

⋅ ∆ak
k=1

N

∑  

ומתוך
 max ∆ak = ∆a = h c

2)     hc − Coeff . quant. step.(    
      

  
⇒ ∆p i ≤ ∆a ⋅

∂pi

∂akk=1

N

∑
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גישות גבוהה יותר ר(ככל שהקטבים קרובים זה לזה התזוזה גדולה יותר   • 
  )לכמוי  

  
שמוש בממוש טורי או מקבילי מונע ההשפעה הדדית של הקטבים   • 

  .בחוליות שונות  
    

  :מערכת מסדר שני
 

  

H z( ) =
1

1+ a1z
−1 + a2 z−2 =

1
1 − p1z

−1( ) 1− p2z
−1( )

= 1
1− 2r cos θ0z

−1 + r2z −2

p1 = r e jθ0 ; p 2 = r e − jθ0

 

     

  θ0
r

  p1

  p2
            

∂p1

∂a1

= p1

p1 − p 2

= r
2r sinθ0

= 1
2 sinθ0

∂p1

∂a2

= 1
p1 − p 2

= 1
2r sinθ0

∂p2

∂a1

= p2

p1 − p2

= 1
2 sinθ 0

∂p2

∂a2

= 1
p 2 − p1

= 1
2r sin θ0  

 

מוי גבוהה יהרגישות לכ) הקטבים קרובים יותר( קטן יותר θ0ולכן ככל ש 
  )ממעגל היחידהאך אז הקוטב רחוק יותר ,  קטן יותרrכך גם עבור . (יותר

  

∆p1 ≤ ∆a ⋅
1

2 sinθ0

1+
1
r

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

∆p2 ≤ ∆a ⋅ 1
2 sinθ0

1 + 1
r

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  

  מוי שלינמצא כעת את המקום הגיאומטרי של הקטבים כאשר מבצעים כ • 
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במישור )  1,2∆במרחקים (אחידפוי של הסריג הימהו המ, כלומר:   המקדמים
  ?)הקטבים ( A(z) למישור שרשי (a1,a2)הפרמטרים   

  a1

  a2

  ∆1
  ∆ 2

  

  
  
  
  
  

  a1 = −2r cosθ 0 ; a2 = r2
  

)1(   a1 נתון ומשנים את  a2)  בצעדים ∆ 2:(  

  

a2 + ∆ 2 = r + ∆r( )2 ≅ r 2 + 2r∆r

⇒ ∆2 ≈ 2r ∆r

∆r ≅
∆ 2

2r 

 

 

  או ישירות מתוך
∂a2

∂r
= 2r

   
  

  . קטן יותר הסריג המעגלי דליל יותרr -ככל ש, כלומר  
)2(    a2 נתון ומשנים את a1) 1∆בצעדים :(  

  :  ההיטל על הציר הממשי
  

α =∆ r cosθ 0
  

  

  α

  
∆α =

∆1

2
   

  

  . α בהיטלאחיד מתאים לסריג a1-באחיד סריג , כלומר
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(From Oppenheim & Weinstein, Proc. IEEE.  Aug 1972 ) 
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(From Oppenheim & Weinstein, Proc. IEEE.  Aug 1972 ) 
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1

  FFT  ואלגוריתמי )DFT(התמרת פוריה הדיסקרטית . 2
  ) תוספות+חזרה (

DFT -הגדרה ותכונות  
x   בעלת משך סופי x(n)נתונה סדרה  n( ){ }n = 0

N −1

  : שלה היאZ -התמרת .  
  

  
X z( ) = x n( )z− n

n =0

N −1

∑
  

  :x(n)התמרת פוריה של 
  

  
X z( )

z=e jθ = X ejθ( ) = X θ( ) = x n( )e − jnθ

n =0

N −1

∑
  

  

)θ(X -מחזורית ב -θ2   במחזורπ .  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  
  
  

X(k) מחזורית:  

                                     X(k + lN) = X(k)           ∀l ∈ Z  
  

  :משפחת סדרות אורתונורמליות
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2

  
  
  
  

  :הרחבות מחזוריות
  
  
  
  
  
 
 
  

                                              :Alternate Inversion Formula 
  

  DFT

  DFT  X k( )

  X k( )  x n( )

  ⋅( )∗

  ⋅( )∗   N ⋅ x n( )

  
  

  
  
  

  : אינטרפולציה בתדר

 X k( ){ }k = 0

N −1 →
?

X θ( )
  

  

 

X z( ) = x n( )
n =0

N −1

∑ z− n

= IDFT X k( ){ }[ ]
n = 0

N −1

∑ z − n

= 1
N

X k( )
k = 0

N −1

∑
n = 0

N −1

∑ wN
nk z −n
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3

  θk-1

X(θk) 

θ 

θk 

  θk+1

  
  
  
  
  
  

  

∴ X z( ) = 1
N

X k( )
k = 0

N −1

∑
1− z− N

1− wN
k z −1

= 1− z− N

N
X k( )

1− wN
k z −1

k = 0

N −1

∑
  

  :נוסחת האינטרפולציה
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  :בעית אינטרפולציה אחרת

  
  

        M שלם ,M > N.  

Interpolation 
Kernel 
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4

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )Cyclic Convolution (קונבולוציה דיסקרטית מעגלית 

  x n( ) →
DFT

X k( ) ; h n( ) →
DFT

H k( )  

                            

Y k( ) =∆ X k( )H k( )

y n( ) =∆ IDFT Y k( ){ }
  

  

  ?h(n) -  ,  x(n) לy(n) מה הקשר בין  :השאלה
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

k=0 
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5

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0

,   0.1,..., 1.
N

N
l

x l h n l x n h n n N
−

=

= ⋅ − = ⊗ = −∑ 
      

  קונבולוציה מעגלית         
   

  

  x 0( )

  x 1( )

  x 2( )

  h N −1( )

  h 0( )   h 0( )

  h 1( )  h 1( )

  h 2( )   h 2( )

  h N −1( )

  h N − 2( )

  x 0( )

  x 1( )

  x 2( )

  
  

  :Parsevalמשפט 
  

  
h1 n( )

n=0

N −1

∑ h 2
∗ n( ) =

1
N

H1 k( )
k =0

N −1

∑ H2
∗ k( )

  
  

  :   מקבליםh1(n) = h2(n) = h(n)ועבור  
  

  
h n( ) 2

n =0

N −1

∑ =
1
N

H k( ) 2

k =0

N −1

∑
  

  
  
  
  
  

  טרנספורמציה סימולטנית של שתי סדרות ממשיות
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  (n = 0, 1,…,N-1 ) ממשיות         x1(n),  x2(n)נתונות 

                x1 n( ) →DFT X1 k( ) = X1
∗ −k( ) = X1

∗ N − k(      ממשית(

               x 2 n( ) →DFT X2 k( ) = X2
∗ −k( ) = X2

∗ N − k(      ממשית(

y          :ניצור סדרה קומפלכסית n( ) = x1 n( ) + jx2 n( )  
  :עקב הלינאריות

  

                       Y k( ) = DFT y n( ){ } = X1 k( ) + jX2 k( )  
  

  . הן קומפלקסיותX2(k), X1(k)כאשר 
  :  ממשיותx1(n)  ,  x2(n) מכיון ש

                                   

Y∗ −k( ) = X1
∗ −k( ) − jX2

∗ −k( )

= X1 k( ) − jX2 k( )  
      

X1 k( ) = 1
2

Y k( ) + Y∗ −k( )[ ]= 1
2

Y k( ) + Y∗ N − k( )[ ]

X2 k( ) = 1
2j

Y k( ) − Y∗ −k( )[ ]= 1
2 j

Y k( ) − Y∗ N − k( )[ ]
  

  
  N2 של סדרה ממשית באורך  N באורך DFT טרנספורמציה עם 

  :משפט עזר

x נתונה סדרה   n( ){ }n= 0

2N −1

  ).קומפלכסית במקרה הכללי ( 
  : נגדיר

           ) אברים זוגיים(
h p( ) =∆ x 2p( )  

 )             זוגיים-אי( 
g p( ) =∆ x 2p +1( )

                                          
p = 0, 1, …, N-1                   

  
     :קייםאזי 
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  :הוכחה
  

   )N מחזוריות במחזור G(k), H(k)כאשר (    
 

QED  
  

  :ממשית x(n)ל למקרה הנדון בו "נשתמש עתה במשפט הנ
  ) : איבריםN( נגדיר סדרה קומפלכסית 

  

     y p( ) = h p( ) + jg p( )  ( ), ( )   real h p g p  

 

⇒ Y k( ) = H k( ) + jG k( )

Y∗ −k( ) = H k( ) − jG k( )  

DFTבאורך  N   
  

  
                            

h מכיון שכאן  p( ) , g p(   G(k), H(k)חשב את ניתן ל, ממשיות  (
  :כלומר, ...)סימולטנית' טרנספ(י התוצאות בעמוד הקודם "עפ
  

 

   

 H  k (  )  = 1
 2

 Y  k (  ) + Y *
 N  − k (  ) [  ]

 G  k (  ) =  1
 2 j

 Y  k (  ) − Y *
 N  − k (  ) [  ]

  
  

  :ל"י משפט העזר הנ" עפX(k)ומחשבים 
  
  
  
  
  
  
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .12,...,1,0,

122

2
221

0

2
2

2
221

0

12

2

1

0

2

2

1

0
2

12

0

−=⋅+=

=⋅+⋅=

=⋅++⋅=⋅=

−

⋅
−

−

=

−
⋅

−
−

=

+−
−

=

−
−

=

−
−

=

∑∑

∑∑∑

NkkGekH

epgeeph

wpxwpxwnxkX

N
kj

N
pk

jN

p

N
k

j
N

pk
jN

p

kp

N

N

p

pk

N

N

p

nk

N

N

n

π

πππ

 

wN
-pk 

 

wN
-pk 
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   לבצוע קונבולוציה לינארית )DFT) FFTשמוש ב 
  
  אותות מוגבלי זמן -) דיסקרטית (לינאריתקונבולוציה . 1
  

0 1 2 M-1
n

x(n)

0 1 2
n

h(n)

0 1 2 M-1
n

L-1

M  Points

L  Points

(M+L-1)  Points

  y n( ) = x n( )∗h n( )

L-1

M+L-2  
  
יש להבטיח שההרחבה המחזורית לא ) DFT) FFTהשתמש ב מ שנוכל ל"ע

של " אזורי מגן"י הוספת "זאת עושים ע.  תשנה את התוצאה הרצויה
  :אפסים
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  )Nמחזורי במחזור  (

 y n( ) = IDFT H k( ) ⋅ G k( ){ }  
  

  ):מכפלות ממשיות(חשובים ' השוואת מס
  

  

M  ):                  קונבולוציה (חשוב ישיר D ~ L ⋅ L + M −1( )   
  )בהזנחת אפקטי קצה(

N ועבור          = L + M −1                        :    MD ~ L ⋅ N  
  

  :FFTחשוב בעזרת 
  

N                      :   2 התמרות באורך 2  )   1 ⋅ 2N log2 N( )  
    g(K), h(K)למציאת   

  Y(k)                                          :  4Nחשוב   )2
   :כיתהתמרה הפ  )3

  y(n)                                2Nlog2Nלמציאת    

                                                 
  

M  כ מכפלות ממשיות              "סה FFT = 6N log2 N + 4N ~ 6N log2 N  
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  ,             למשל

R =∆ MFFT

M D

≅ 6N log2 N
LN

= 6
L

log2 N

L = 256 , N = 1024 ⇒ R = 60
256

≅ 1
4  

 
2  .)n(x בעל משך ארוך ומסנן באורך סופי  )Lנק  '(  

      
  ):ADD& OVERLAP ) OLA  -שיטת ה 

  
  
  
  

  נגדיר
                        

  
  

  אזי
  

  
  
  
  
  
  
  
 
  :כאשר

1

0

( )
L

l l
n n k

k

q h k x
−

−
=
∑  

  
qnלחשוב 

l באמצעות (FFT) DFTמוסיפים אפסים  ל - h(n)ולקטע  ב  - xn
l  

                     לקבלת N     (N ≥ M+L – 1) עד לאורך  -זהותית אפס  שאיננו 
  :ומחשבים,              
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  ):יציאה' לנקמכפלות ממשיות (חשובים עם הגישה הישירה  ' את מסהשוו

SD :  חשוב ישיר- = L  
  
- OLA :  

SOLA =
4Nlog2 N + 4N

M
~ 4

N
M

log2 N
  

  
  ). נעשית רק פעם אחתh(n)בהנחה שהתמרת (
  

  
R =

SOLA

SD

= 4
N

LM
log2 N ~

4
L

log2 N ; N >> L ⇒ N ~ M( )
  

  ,למשל

  
L = 256, N = 4096 ⇒ R ~

4 ⋅12
256

=
48

256
≅

1
5  
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   להתמרת פוריה של אות רציףDFT -הקשר בין ה
  
  ")שויון פואסון  ("(Poisson Summation Formula)   :משפט פואסון.  1
  

f תהיה        t( ) ∈L1 −∞,∞(   .  F(ω)        ובעלת התמרת פוריה (

 ) F ω( ) ⇐ f ∈L1                 רציפה .(  
  

  : T0שרירותי   עם מחזור  f(t)  הרחבה מחזורית של fp(t)תהיה 
  

  
  
  

  אזי מתקיים

 
fp t( ) =

1
T0

F
2πk
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ e

j
2 πkt

T0

k = −∞

∞

∑
  

  
  *י "תנים עי  נ fp(t) של הפונקציה המחזורית  Ckמקדמי טור פוריה , כלומר

  

  
Ck =

1
T0

F
2πk
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  :משפט דואלי

  

    

Fp ω( )=
∆

F ω + kΩ 0( )
k = −∞

∞

∑ =
2π

Ω
0

f nT0( )e − jnωT
0

n= −∞

∞

∑ ; T0 =
∆ 2π

Ω
0  

  
  :שים לב* 
  

   : היארת יותרמוכהתכונה ה  
  

  
Ck =

1
T0

F1
2πk
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  

  . fp(t) ש) המחזור הבסיסי(היא התמרת פוריה של מחזור אחד F1(ω) כאשר 
 

 



   מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת,    הטכניון                )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-בוד ספרתי של אותות  יע
 

 2     .- ' עמ                                                            
 

13

 
  "דגימת הלם"י שמוש ב" עPoissonהוכחת משפט 

  
 
  

  
  
 
 

  : x(t)פרוק לטור פוריה של 
  
  

                                     
                                                

  
  

    היא                -ת המערכת הלינארית לתגוב

  :ולכן
   

  
                                               

  וכיון שקיים

  y t( ) = fp t( )  

QED                        
∴ fp t( ) =

1
T0

F kω0( )e jkω 0 t

k
∑ ; ω0 =∆

2π
T0  

  :משפט הקשר עם הרצף. 2
 

f תהיה  t( ) ∈L1 −∞,∞(  הרחבה fp(t)תהיה . F(ω) ובעלת התמרת פוריה (
  : T0   עם מחזורf(t)מחזורית של 

                                                   
     

  
  :ונגדיר,  שלםT = T0/N ,N יהיה  
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  :כן נגדיר

                 
Fp ω( ) =∆ F ω + r

2π
T

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

r = −∞

∞

∑
  

  
Fp k( ) =∆ Fp ω( )

ω =
2 π
T0

k
= F k + rN( )

2π
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

r = −∞

∞

∑
  

  אזי קיים

  
fp n( ){ }n= 0

N −1 ↔
DFT 1

T
Fp k( ){ }k = 0

N −1

  
  

  הוכחה
  

  :משויון פואסון לעיל

                 
fp t( ) =

1
T0

F
2πk
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ e

j2πkt /T0

k= −∞

∞

∑
  

∴ fp n( ) = 1
T0

F 2πk
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ e

j2 πkn
N

k = −∞

∞

∑ =

=
1
T0

F k + rN( )2π
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

r =−∞

∞

∑ e
j
2 πkn

N

k =0

N −1

∑ e
j
2 πrnN

N = 1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

=
1
T0

Fp
k =0

N −1

∑ k( )wN
nk =

1
T

IDFT Fp k( ){ }k =0

N −1
; TO = NT

  
  

  :כמוגדר לעיל, כאשר

                 
Fp k( ) = F k + rN( )

2π
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

r =− ∞

∞

∑
  

  

  ,כלומר
  
   
  
  

QED 
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  :יתתנת הדגמה גרפיבעמוד הבא נ
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  :מקרה פרטי
  

 f(t) בעלת משך סופיT0) או מחזורית במחזור T0:(  
  
  
                                    ,כאשר

  f n( ) = f t( ) nT ; T = T0
N  

  

    ")     מקופלים"מקדמי טור פוריה (
Cp k( )=∆ C k + rN( )

r =− ∞

∞

∑
  

  ,כאשר

 
C k( ) = Ck =

1
T0

F
2πk
T0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

                                

Cp k( ) =
1
T0

Fp k( )
  

  

  שוב התמרת פוריה ברזולוצית תדר רצויהימוש לחיש
  

רחב " בעלת F(ω)בעלת התמרת פוריה ) לא מחזורית במקרה הכללי (f(t)נתונה 
  ).לא בהכרח מוגבלת סרט ממש (Ω" סרט

ω   בF(ω)מבקשים לחשב את  k = k ⋅ ∆ω  ,k = 0, 1, …, N-1 ,כאשר                           
  

  :הצעדים הדרושים

 במרווחים  f(t)דגימת   )   1
 
∆t =

π
Ω) אם האות אינו    ). י משפט הדגימה"עפ

 Ωי בחירת "אך מבוקרת ע(רט שגיאת הקפול בלתי נמנעת מוגבל ס  
  ←  t  (Fp(ω)∆ובהתאם   

  הדגמים הנדרש בתחום התדר הוא ' מס, ω∆ כיון שדרושה רזולוציה   ) 2

   .N=2Ω/∆ω מ למנוע שגיאה עקב קצוץ "עfp(n∆t)ל - N דגמים 

  :  fp(n∆t) אות מחזורי  יוצרים 
  

  
  
  
  
  
  
  

 

וכן

∆ω=∆
2Ω
N



   מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת,    הטכניון                )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-בוד ספרתי של אותות  יע
 

 2     .- ' עמ                                                            
 

17

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

        
≅

1
∆t

F − N − k( )∆ω( ) ,
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

  עקב
 )את קפול בתדרשגי(
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  FFT- בעזרת אלגוריתם הDFT-חישוב ה
  

  
  
  

  
wN =∆ e

j
2π

N

  

בנוסף (ההתמרה '  נקN למציאת קומפלכסיים כפלים N2שוב ישיר דורש יח
  ).  חבורים קומפלקסיים N(N-1)-ל
  

 Decimation in Timeלול בזמן            יאלגוריתם הד
  

  . שלםN = 2L  ,Lנניח כי
  :  הסדרות הבאותנגדיר שתי

  
     g(l) = x(2l)          

              h(l) = x(2l+1)      
  :יהיו

  

G k( ) = DFT g n( ){ }n=0

N
2

−1

H k( ) = DFT h n( ){ }n= 0

N
2

−1

  
   DFT בעזרת 2Nי התוצאות שקבלנו עבור התמרת סדרה באורך "עפ(אזי 

  ):Nבאורך 
  
  

                                                                                                   )  1(  

           
wN

− k = e
− j

2 π

N
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  .)קומפלקס(פעולות כפל ' מס  -

  
N
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

+
N
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

+ N =
N2

2
+ N

  
-  H(k) , G(k) מחזוריות במחזורN/2 וכן    
  

  wN
− k + N 2( ) = −wN

−k
  

  :ניתן לרשום, ולכן  

                 ⎫   
⎬     l = 0, 1, …,(N/2)-1    

             ⎭
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    (2)  
 
 

  :                  הכפלים 'מס

  
N
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

+
N
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

+
N
2

=
N2

2
+

N
2  

  
  :)SFG )Signal Flow Graphי "תאור ע

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  :ועם יישום החסכון בכפלים

  
ד   שמגיעים   לאברים   בודדים    נותנת סדרות ע-המשך החלוקה לשתי תת

L = log2Nבכל שלב  ישנם ,  שלביםN/2" דורש כפל " פרפר"ואם " פרפרים
  :כ"אחד נדרשים סה

M FFT =
N
2

⋅ log2 N
  

  .כפלים קומפלכסיים

 ")פרפר"  כפלים ל2( 
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  פעולות באלגוריתם' גישה כללית לחשוב מס
  הפועל בשיטת הפרוק לשלבים

  
  :נסמן

     P(m) -  פעולות הכפל לחשוב התמרה באורך ' מסm בשיטת הפרוק  
  .לשלבים      

  :FFT -באלגוריתם ה 

)N זוגי  (                                      
P N( ) = 2P

N
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ +

N
2  

∴                ) אחדעם כפל " פרפר(" P 2m( ) = 2P m( ) + m  
  

  : m = 2l נציג
 P(2l+1) = 2P(2l) + 2l   

  נגדיר
 

  g l (  )  = ∆ P  2 l
 (  )  , l ≥ 0

  
  :ונקבל משוואת הפרש

  

g(l + 1) = 2g(l) + 2l  ,            l ≥ 0  
                      g(0) = P(20) = P(1)  :   תנאי התחלה 

  
  :Zנשתמש בהתמרת 

            

zG z( ) − zg 0( ) = 2G z( ) + z
z − 2

∴ G z( ) = z
z − 2

g 0( ) + z
z − 2( )2

g 0( ) = 0 ⇒ G z( ) =
z

z − 2( )2
  

   ∴  g  l (  ) =  1
 2

l 2 l
 , l ≥ 0

  

    g  l (  ) = P  2 l
 (  ) = P  m (  )  ⇒

 
P  m (  ) = 1

2
 m lo g 2  m

  

⎧ 
⎨ 
⎩ 
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  :כלומר

  
P N( ) =

1
2

N log2 N
  

  
  : כפלים2עם " פרפר"עבור 

  
N) + 2/N(P2) = N(P  

  ונקבל
  

                                      P N( ) = Nlog2 N  
  
  ).כפלים קומפלקסיים(
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  FFT -תאור מטריצי של אלגוריתם ה 
  

 
 
 
 

 )DFT(                   
  

  :ובצורה מטריצית

                      X = Fx ⇒ x = F −1 X  
  כאשר

              
F −1 =

1
N

F∗[ ]T
=

1
N

F∗

  

 המטריצה  (
1
N

F
  ) יונטריתהיא מטריצה                        

  :N = 4 עבור, למשל
         

  

X 0( )

X 1( )
X 2( )
X 3( )

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

=

1 1 1 1
1 w4

−1 w4
−2 w4

−3

1 w4
−2 w4

−4 w4
−6

1 w4
−3 w4

−6 w4
−9

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

x 0( )

x 1( )
x 2( )
x 3( )

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

  
  

  :קייםו

                   

w4
−4 = 1

w4
−6 = w4

−2

w4
−9 = w4

−1
  

  
  :' נק4 של SFG -נתבונן כעת ב 
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  X 0( )

  X 1( )

  X 2( )

  X 3( )

  x 0( )

  x 1( )

  x 2( )

  x 3( )

  ̃ x 0   ̃ x 1"bit-reversed"
00

10

01

11

Natural order
00

01

10

11

  x2

  w4
0

  w4
0

  w4
−1

  w4
0   w4

−2

  w4
−2

  w4
−2

  w4
−3

  w4
−2 =−1( )

  
  :או

  X 0( )

  X 1( )

  X 2( )

  X 3( )

  x 0( )

  x 1( )

  x 2( )

  x 3( )

Natural order
00

01

10

11

"bit-reversed"

  ̃ x 2  x0   x1

  w4
0   w4

0

  w4
0   w4

−2

  w4
−2

  w4
−3

  w4
−1  w4

−1
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  :תאור מטריצי של שלבי החשוב
      

  

x1 =

x1 0( )
x1 1( )
x1 2( )
x1 3( )

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

=

1 0 w4
0 0

0 1 0 w4
0

1 0 w4
−2 0

0 1 0 w4
−2

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

x0 = F1 x0

  
  

  

˜ x 2 =

˜ x 2 0( )
˜ x 2 1( )
˜ x 2 2( )
˜ x 2 3( )

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

=

1 w4
0 0 0

1 w4
−2 0 0

0 0 1 w4
−1

0 0 1 w4
−3

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

x1 = ˜ F 2 x1

X = x2 =

1 w4
0 0 0

0 0 1 w4
−1

1 w4
−2 0 0

0 0 1 w4
−3

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

x1 = F2 x1

  
  

  X = F2 F1 x0 = Fx0  
  

  ∴ F = F2 F1  
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  2- עם בסיסים שונים מFFTאלגוריתם 

  
  :החומר מבוסס על המאמר

  
 J.W. Cooley &J.W. Tukey: 

 "An Algorithm for the Machine Computation of Complex Fourier series", 
 Math. of Computation, Vol. 19, No. 90,  pp. 297-301, 1965.   

  
  !הסימון כאן שונה מעט מזה שבמאמר:  שים לב

  

  :DFT -הגדרת ה
  

  
X k( ) = DFT x n( ){ }=∆ x n( )wN

− nk

n=0

N −1

∑ , wN =∆ e
j
2 π

N

  
  

N  נתון כי             .א = r1r2   )             N,r1, r2          שלמים(  
  

  : נרשום
 
 
 
 
 
 

  :כך ש
 
 
 

  

∴X k1 ,k0( ) = x n1 ,n0( )wN
− k n 0 + n1r2( )

n1= 0

r1 −1

∑
n0 =0

r2 −1

∑

= x0 n1, n0( )wN
− kn1r2

n1 =0

r1−1

∑
⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ 

n0 =0

r2 −1

∑ wN
− kn0 ; x0 =∆ x

 
  :ומתוך
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  :ניתן לרשום
  

 
 
 

  :כאשר

  
x1 k0 ,n 0( ) =∆ x0

n 1 = 0

r1 −1

∑ n1 ,n 0( )wN
−k 0 n 1r2

  
  וכן

  
x 0 n1, n0( ) =∆ x n1 ,n 0( )

  
  

    .2x וממנו חשוב   1xחשוב :   פורק כאן לשני שלביםk(X(חישוב 
  :לפיכך מספר פעולות הכפל הוא כעת

  ):0xמתוך   (1x לחשוב -  
    

  M1 = r1 ⋅ r1 ⋅ r2 = N ⋅ r1  
  ):1x מתוך (2x לחשוב -  

  

  M 2 = r2 ⋅ r2 ⋅ r1 = N ⋅ r2  
  :כ המכפלות"ולכן סה

  

  
M T = M1 + M2 = N r1 + r2( )

  
  . בחשוב הישירN2במקום 

  

r1    -מכיון ש  + r2 ≤ r1 ⋅ r2 = N)    השויון מתקיים עבורr1 = r2 = 2(   
  .כ חסכון ניכר בחשובים"מתקבל בד

  .  r1 = 2, r2 = 3,  כלומר.   N = 6 = 2⋅6 נדגים להלן את המקרה
 
 
 

  : כאן
  

  

n = 3n1 + n 0 ; n0 = 0,1, 2 ; n1 = 0,1
k = 2k1 + k 0 ; k0 = 0,1 ; k1 = 0,1,2  
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  :ניתן לרשום, וכפי שהראינו לעיל

  

x 0 n 1 , n 0( ) = x n 1 , n 0( )

x 1 k 0 , n 0( ) = x 0 n 1 , n 0( )
n 1 = 0

1

∑ w 6
− 3 n 1 k 0

x 2 k 0 , k 1( ) = x 1 k 0 , n 0( )
n 0 = 0

2

∑ w 6
− n 0 2 k 1 + k 0( )

  
י סדור " בסדר אינדקסים טבעי עX(k) ניתן למצוא את x2(k0,k1)ומתוך 

  :מחדש כמודגם בציור הבא
 

  )סדור מחדש(          
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  :ל הוא"הנ) SFG(הייצוג המטריצי שמתקבל בעזרת דיאגרמת הזרימה 

  

           X = Fx  
  

  

  

F = F2F1 =

1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 w6

−1 w6
−2

1 w6
−2 w6

−4 0 0 0
0 0 0 1 −1 1
1 w6

−4 w6
−2 0 0 0

0 0 0 1 w6
−5 w6

−4

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

⋅

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
−1 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 1 0
0 0 −1 0 0 1

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

  
   

  
 ±1  אם אין מחשבים הכפלה ב ( פעולות כפל בלבד 8למעשה נדרשות כאן רק 

 כשאין -בחשוב הישיר ) קומפלקסי( פעולות כפל 16במקום ) כפעולת כפל
  . כפעולת כפל±1 מחשבים גם כאן הכפלה ב 

  :שים לב
  

           

N r1 + r2( ) = 6 2 +3( ) = 30

N2 = 36  
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  :הרחבה למקרה הכללי  .ב
  
  

 
 
 

  כאן נבצע את הפרוק לפי           
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  :כאן נקבל שמספר פעולות הכפל הוא

  
  

  

r כיון שאם        j = sjt j            s j , t j > 1( )  

r קיים           j > sj + t j   )        מלבד למקרהsj = tj = 2      (  
אם כי אפשר ,  ביותר למספר הפקטורים הגדולNהרי שכדאי לפרק את 

   ). 2·2 = 2 + 2כיון ש ( ללא פרוק נוסף 4להשאיר פקטור 
  

   )  radix 4(  4בסיס : דוגמה נוספת
  

 N = 4 ⋅ 4 =16  
  

  

k = 4k1 + k 0 k1, k 0 = 0,1,2,3
n = 4n1 + n0 n1,n 0 = 0,1,2,3  
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(0,0)
(0,0) (0,0)

(0,0)

(0,1) (0,1)

(1,0)
(1,0) (1,0)

(1,0)

(0,1) (0,1)

(0,2) (0,2)
(0,2) (0,2)

(0,3) (0,3)
(0,3) (0,3)

(1,1) (1,1)
(1,1) (1,1)

(1,2)
(1,2) (1,2)

(1,3)
(1,3) (1,3)

(2,0) (2,0)
(2,0) (2,0)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(3,0) (3,0)
(3,0) (3,0)

(3,1)

(3,2)

(3,3)

  n1 ,n 0( )   k 0 ,n 0( )   k 0 ,k1( )   k1, k 0( )

  X  ̃ x 2  x1  x 0

(3,3) (3,3)
(3,3)
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  Homomorphic Signal Processingבוד אותות הומומורפי   יע .3
  

  :  ספרותותמקור
    Oppenheim & Schafer, Digital Signal Processing, Prentice Hall 1975, [Ch.10]. 

 Oppenheim & Schafer, Discrete-Time Signal Processing, Prentice Hall, 1989, [Ch. 12].    
  

  וכללתסופרפוזיציה מ

  
  )סופרפוזיציה קונבנציונלית (מערכות לינאריות. א
  

  

 

T x1 n( ) + x2 n( )[ ] = T x1 n( )[ ] + T x2 n( )[ ]
T c ⋅x1 n( )[ ]= c ⋅ T x1 n( )[ ]
    

T+ +
  x n( )   y n( )

  
  

 c -סקלר   
  
  )סופרפוזיציה מוכללת (מערכות הומומורפיות. ב
  

H  x n( )   y n( )
  

  

   H  -   טרנספורמציה לינארית מהמרחב הוקטורי של הכניסה למרחב הוקטורי 
  של היציאה

  )וקטורי במרחב הכניסה" חבור(" פעולת כניסה -   
  )                            וקטורי במרחב היציאה" חבור("ת יציאה  פעול-   

  )בהתאמה, במרחבי הכניסה והיציאה (Cבסקלר " כפל "-: ,−¬ 
  

  

H x1 n( ) x2 n( )[ ] = H x1 n( )[ ] H x2 n( )[ ]

H c:x1 n( )[ ] = c ¬− H x1 n( )[ ]
 

c            -סקלר   

מערכות הומומורפיות הן מערכות המקיימות את תכונות הסופרפוזיציה 
טטיביות המוכללת עם פעולות כניסה ויציאה המקיימות את תכונות הקומו

  .והאסוציאטיביות
  

:קומוטטיביות
         

  

x1 n( ) x2 n( ) = x2 n( ) x1 n( )

y1 n( ) y2 n( ) = y2 n( ) y1 n( )
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:אסוציאטיביות
        

  

x1 n( ) x2 n( ) x3 n( )( ) = x1 n( ) x 2 n( )( ) x 3 n( )

y1 n( ) y2 n( ) y3 n( )( ) = y1 n( ) y 2 n( )( ) y 3 n( )
  

  :דוגמה
  

y  :                                נתונה המערכת n( ) = H x n( )[ ] = x2 n( )  

≡  ונתון שפעולת הכניסה היא כפל                                 ⋅( )  
  

  ?מהי פעולת היציאה )  1
   

                                   

y n( ) = H x1 n( ) ⋅ x2 n( )[ ] = x1
2 n( ) ⋅ x2

2 n( )

= y1 n( ) ⋅ y 2 n( )
  

  
  .כפל פעולת היציאה היא ולכן  

  
  ? היא הומומורפיתH  האם   )2

    
עם פעולות כניסה  (הסופרפוזיציה המוכללת מקיימת את תכונת  H-כיון ש

קל   (והאסוציאטיביות  הקומוטטיביותוכן את תכונות ) כפלויציאה שהן 
  .היא הומומורפית H , )לראות

  
ינה  אHאזי (+) הראה שאם פעולת הכניסה היא : תרגיל עצמי
  .הומומורפית

  

:  נתון כי פעולת הכניסה היא העלאה בחזקה  : פעולה עם סקלר   )3 ≡ ↑( ) . 
  ?)עם סקלר(מהי פעולת היציאה   

     
כאשר     

                                   

y n( ) = H x1
C n( )[ ]= x1

2C n( ) = y1
C n( )

y1 n( ) = H x1 n( )[ ]  
  

  לכן פעולת היציאה עם סקלר גם היא העלאה בחזקה     
¬_ ≡ ↑( ).  
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  :צורה קנונית של מערכות הומומורפיות
  
  
 
 
  
  

ת הומומורפיות בעלות אותן פעולות כניסה ויציאה שונות זו מזו מערכו
   .רק בחלק הלינארי

  
y  עבור הדוגמה הקודמת  n( ) = H x n( )[ ] = x2 n( עם פעולות כניסה ויציאה  , (

  :הצורה הקנונית היא, )•   (כפלשהם 
  

  

  
  
  
  

  מערכת הומומורפית לכפל
  

  

  

x n( ) = x1 n( ) ⋅ x 2 n( ) → ˆ x n( ) = logx1 n( ) + logx2 n( )

ˆ y n( ) = 2 logx1 n( ) + logx2[ ] =

= logx1
2 n( ) + logx2

2 n( )

y n( ) = exp ˆ y n( )[ ]= x1
2 n( ) ⋅ x2

2 n( )  
  

   :Complex Logבמקרה הכללי יש להשתמש ב : הערה
  
  

arg[ ( )]log ( ) log[| ( ) | ] log | ( ) | arg[ ( )]j x nx n x n e x n j x n= = +  
  

   ..Complex Expובהתאמה ב 
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                                      תכונות       
                                       

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  מערכות הומומורפיות לקונבולוציה

  x n( )   y n( )
  H

  ∗  ∗

  ¬−  

, ≡ ∗

:, ≡ ( )

  

  

H x1 n( )∗x2 n( )[ ] = H x1 n( )[ ]∗H x2 n( )[ ] = y1 n( )∗y2 n( )

H C( )x n( )[ ]= C( ) H x n( )[ ] = C( ) y n( )  
   :כאשר

  
  ) לא שלם בהמשךc -הכללה ל( 

  
  :המבנה הקנוני

  
  
  

  

  

D∗ x 1 n( )∗x 2 n( )[ ] = D∗ x 1 n( )[ ] + D∗ x 2 n( )[ ] = ˆ x 1 n( ) + ˆ x 2 n( )

D∗ c:x 1 n( )[ ] = cD ∗ x1 n( )[ ] = c ˆ x 1 n( )

L ˆ x n( )[ ] = ˆ y n( ) ; L ˆ x 1 n( ) + ˆ x 2 n( )[ ] = ˆ y 1 n( ) + ˆ y 2 n( )

L c ˆ x 1 n( )[ ] = cL ˆ x 1 n( )[ ] = c ˆ y 1 n( )

D ∗
− 1 ˆ y 1 n( ) + ˆ y 2 n( )[ ] = D ∗

− 1 ˆ y 1 n( )[ ]∗ D ∗
− 1 ˆ y 2 n( )[ ] = y 1 n( )∗y 2 n( )

D ∗
− 1 c ˆ y 1 n( )[ ] = c( ) y 1 n( )  
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   :∗  ∗D  מבנה המערכת האפיינית 
  

  
  
  
  
)complex cepstrum(  

                          

X z( ) = Z x n( )[ ]

ˆ X z( ) = logX z( ) = ˆ x n( )
n =− ∞

∞

∑ z −n

ˆ ′ X z( )=∆
d ˆ X z( )

dz
=

1
X z( )

dX z( )
dz

= ′ X z( )
X z( )

z ˆ ′ X z( ) ↔
z−1z−1

−nˆ x n( )( )

−nˆ x n( ) = Z −1 z ′ X z( )
X z( )

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ =
1

2πj
z ′ X z( )
X z( )c

∫ zn −1dz

∴ ˆ x n( ) = − 1
2πjn

′ X z( )
X z( )

zn

c
∫ dz n ≠ 0

  
  

  
ˆ x 0( ) = 1

2π
ˆ X e jθ( )

− π

π

∫ dθ = 1
2π

ˆ X R e jθ( )
− π

π

∫ dθ = 1
2π

log X ejθ( )
− π

π

∫ dθ
  

  :הלוגריתם הקומפלקסי
                          

log[ ( )] log | ( ) | arg[ ( )]j j jX e X e j X eθ θ θ+  
  

ARG                      :   ARGאין להשתמש ב  ⋅( ) = arg ⋅( )mod2π            
  )ראה בהמשך(אלא יש לשמור על רציפות הפזה 

 )  ̂ X z(    ←  אנליטית בתחום ההתכנסות '  פ- (
ˆ X e jθ(    )θ -פה ב רצי(

  
Z  :         לא שלם היאc - ההכללה ל  :הערה c:x n( ){ }= X z( )[ ]C
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∗D  המערכת האפיינית  
−1
   )∗  ∗D  ההפכית של   (∗  

  
  

  
  

y  ) :   יחידה' מע (L=1וכמובן אם  n( ) = x n( )  
    

   )DFT  )FFTמוש החשובים בעזרת ימ

jzעבור סדרות יציבות ניתן להציג   e θ=ומתקבלים הביטויים הבאים:  

  

X e jθ( ) = x n( )
n = −∞

∞

∑ e− jnθ

ˆ X e jθ( ) = log X e jθ( )[ ] complex log( )

ˆ x n( ) = F −1 ˆ X e jθ( ){ }= 1
2 π

ˆ X e jθ( )
− π

π

∫ e jn θdθ complex cepstrum( )

c n( ) =∆ F −1 log X e jθ( ){ } ' real cepstrum ' or 'cepstrum '( )  
  

X  נחשב  e jθ(    :  θ  ערכים שלN  עבור(
  

  

       )הסדרה' קפל'אחרת יש ל, לסדרה סופית(
X k( ) = X ejθ( )

θ= θk =
2π

N
k
= x n( )e

− j
2 π

N
nk

n=0

N −1

∑
  

  

  

  complex log( )                        
ˆ X k( ) = log X k( )[ ] = log X k( )[ ]+ jarg X k( )[ ]

  

                                                                                  IDFT ˆ X k( ){ }⇒ ˆ x p n( )
  

               )קפול עקב הדגימה בתדר(
ˆ x p n( ) = ˆ x n + rN( )

r = −∞

∞

∑
  

  ,כלומר

                                                 
ˆ x p n( )=∆

1
N

ˆ X k( )
k=0

N −1

∑ e
j
2π

N
nk
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  טפול בבעיות רציפות הפזה
  

                                 arg x k( )[ ]= ARG x k( )[ ]+ COR k( )  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :וכן    Matlab:      nwrapuת ראה פקוד
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  הקפסטרום הקומפלקסי של סדרות אקספוננציאליות
  

               

x n( ){ }
− ∞

∞

↔Z X z( ) =
Az r 1 − a k z − 1( )

k = 1

m i

∏ 1 − bk z( )
k =1

m 0

∏

1 − ck z −1( ) 1 − d k z( )
k = 1

p 0

∏
k = 1

p i

∏
a k , b k , c k , d k < 1 R − < z < R +

ˆ X z( ) = log X z( ) = log A + log z r +

+ log 1 − a k z − 1( )
k = 1

m i

∑ + log 1 − b k z( )
k = 1

m 0

∑

− log 1 − ck z− 1( )
k = 1

p i

∑ − log 1 − d k z( )
k = 1

p 0

∑
  

  

x ומתוך              <1                                   
log 1− x( ) = −

xn

nn =1

∞

∑
        

  
log :נקבל 1 − αz−1( )= −

αn

nn=1

∞

∑ z−n z > α

log 1 − βz( ) = −
βn

nn=1

∞

∑ zn =
β−n

nn=−∞

−1

∑ z−n z <
1
β  

  
A  בהנחה ש  > 0 ,  r =   :מתקבל, )החסרת הפזה הלינארית (0

  
 

  

ˆ x n( ) = Z −1 ˆ X z( ){ }=

log A n = 0

−
a k

n

n
+

ck
n

nk =1

p i

∑
k =1

m i

∑ n > 0

bk
− n

n
− d k

- n

nk =1

p 0

∑
k =1

m0

∑ n < 0

⎧ 

⎨ 

⎪ 
⎪ ⎪ 

⎩ 

⎪ 
⎪ 
⎪ 

  
  :מסקנות
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)1(
                      

ˆ x n( ) < c
α n

n
−∞ < n < ∞ , α < 1( )

  
 X(z)כל האפסים והקטבים של " (Min. phase" היא סדרה x(n)אם ) 2(

  :) מעגל היחידה בתוךהם 
     
  
 X(z)כל האפסים והקטבים של " (Max. phase" היא סדרה x(n)אם ) 3(

  :) למעגל היחידה מחוץהם 
  
    
)4 (  ̂ x n(  היא סידרה בעלת משך סופי  x(n) בעלת משך אינסופי גם אם (
ck למשל  ( = dk =   ) k לכל , 0
  
)x n ̂ צדדית לא גורר - חדx(n)- במקרה הכללי )  5(   .צדדית- חד(
  

   phase. Minסדרה 

  

X z( ) = A
1 − a k z−1( )

k =1

m i

∏

1 − ck z−1( )
k =1

p i

∏
, a k , c k < 1 ; R − < z

  
  

    שתי הסדרות סיבתיות

x n( ) = 0 n < 0
ˆ x n( ) = 0 n < 0

⎫ 
⎬ 
⎭   

  
  :נחזור למקרה הכללי ונגדיר

  

              )                   ממשי וזוגי(
ˆ X R e jθ( )=∆ log X e jθ( )  

  :אזי

  
F − 1 ˆ X R e j θ( ){ } = c n( ) =

ˆ x n( ) + ˆ x − n( )
2  

  
c(n)  סדרה ממשית וזוגית הקרויהCepstrum או Real Cepstrum.  

  



   מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת, הטכניון              )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-בוד ספרתי של אותות  יע          
 

 3     .- ' עמ                                                            
 

10

 קפסטרום הקומפלקסיניתן למצוא את ה, Min. phaseעתה עבור סדרה 

)Complex Cepstrum( , ̂ x n( בעזרת תכונת ) ממשיתשהוא כאן סדרה  ((
  :הסיבתיות

                       

ˆ x n( ) = c n( )u+ n( ) ; u+ n( ) =∆
0, n < 0
1, n = 0
2, n > 0

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
  

  ,כלומר

  x n( )   F   F −1

  c n( )
  ̂ x n( )

  u + n( )

  Min. phase
  log ⋅

  X e jθ( )   
ˆ X R e jθ( )

   (Real) 
Cepstrum

Complex 
Cepstrum  

  
)x n ̂ ניתן גם לחשב את    :י נוסחת הרקורסיה הבאה" במקרה זה ע(

  

                     

ˆ x n( ) =
0, n < 0

x n( )
x 0( )

− k
n

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ ̂  x k( )

x n − k( )
x 0( ) ,

k =0

n−1

∑ n > 0

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
  

  

z  :                                ההוכחה בעזרת ′ ˆ X z( )X z( ) = z ′ X z( )  

)x 0 ̂  !)                                       הוכח( ) = log A = log x 0( )  
  

   phase . Maxסדרה 

                           

 

 

x z( ) = A
1 − bkz( )

k=1

m0

∏

1 − dkz( )
k=1

p 0

∏
bk , dk < 1

z < R+  
  

n                                        כאן     > 0  ,  ̂ x n( ) = x n( ) = 0   

:ולכן

                       

ˆ x n( ) = u − n( )c n( ) ; u − n( ) =

2, n < 0
1, n = 0
0, n > 0

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
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  :כן קיימת נוסחת הרקורסיה
  

                     

ˆ x n( ) =
x n( )
x 0( )

− k
n

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ ˆ x k( )

x n − k( )
x 0( ) ,

k = n +1

0

∑ n < 0

0, n > 0

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 

ˆ x 0( ) = log A = logx 0( )  
  
  מושיםיש

  

  )Decomposition (תכונת ההפרדה  

  :ניתן לרשום

                                                X z( ) = Xmin z( ) ⋅Xmax z( )
  

  

)x n ̂              :                          ולכן ) = ˆ x min n( ) + ˆ x max n( )  
x min ̂ -ומאחר ש n( x max ̂  -ו") סיבתית(" זו סדרה ימנית ( n(   היא סדרה (
  )הקומפלכסי(ניתן לבצע ההפרדה בנקל בתחום הקפסטרום , שמאלית

  
 phase .) or Max. (Minהרכבת אות 

X   בעלת התמרת פוריה (Mixed phase)  כללית x(n)נתונה סדרה  e jθ( )  .

כך ) Max. phaseו א(    Min. phase שהיא y(n)מבקשים למצוא סדרה 
  :שיתקיים

  Y ejθ( ) = X e jθ( )  
  :הפתרון

                             c n( ) = F −1 log X e jθ( ){ } = F −1 ˆ X R e j θ( ){ }  
  

ואז נגדיר

                                        

ˆ y min n( ) =∆ c n( )u + n( )

ˆ y max n( ) =∆ c n( )u − n( )
  

  
y min ̂  ומתוך  n( y max ̂ ( או  ( n( ,  y(n)מחשבים את הסדרה הרצויה) (

y min ̂    :שים לב שמתקיים. (ל''המקיימת את התכונה הנ n( ) = ˆ y max −n( )( .   
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  דוגמאות לשימושים
  

כלומר הפרדה , קונבולוציה-וא לבצוע דההשימוש העיקרי של הקפסטרום ה
  .של אות הערור ותגובת ההלם של מערכת מתוך אות יציאה נתון

  

                      

y n( ) = h n( )∗s n( ) ↔ Y e jθ( ) = H e jθ( )S e jθ( )
ˆ Y e j θ( ) = log Y e j θ( ) = log H e j θ( )+ log S e jθ( )
ˆ y n( ) = F − 1 ˆ Y e jθ( ){ }

∴ ˆ y n( ) = ˆ h n( ) + ˆ s n( )  
 ולעיתים ניתן להפריד בין 

ˆ h n( )s n ̂  ל ( ואז ) Lifter -" חלון"י הפעלת "ע ((
  .לשחזר אותם בנפרד או למצוא פרמטרים מסוימים של האות או המערכת

  :למשל
  הד +  אות 

  

  n
  n1

  1

  0

  α1

  h n( )

                       

y n( ) = h n( )∗s n( )

h n( ) = δ n( ) + α1δ n − n1( )  

                                    

  n
  0   n1

  s n( )
  y n( )   y n( )

  α1s n − n1( )
  

 

  n
  n1  0

  α1

  2n1

  3n1

  
ˆ h n( )

        

H ejθ( )= 1+ α1e
− jn1θ , 0 < α1 < 1

ˆ H e jθ( )= log 1+ α1e
− jn1θ[ ]

ˆ h n( ) = −1( )k +1

k =1

∞

∑ α1
k

k
δ n − kn1( )

  
  

  אזי ) משתנה לאט עם ציר התדר( יש תגובת תדר חלקה יחסית  s(n)אם ל
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)s n ̂ סדרת הקפסטרום   תהיה מרוכזת סביב הראשית וניתן לבצע הפרדה בין (

ˆ h n( )s n ̂   ל ( ).  
  

  :למשל

  n1

  2n1
  n

  ̂ y n( )

'Complex Cepstrum'

        

  n1   2n1

  n

  1
'Lifter'

  l n( )

    

)s n ̂  שערוך של ( )( 
  

                                  

˜ s n( ) = ˆ y n( ) l n( )

s n( ) ≅ F − 1 e F ˜ S n( ){ }{ }
  

  
בבעיות אחרות מעונינים למצוא את המחזור של ערור מחזורי  למערכת           
  : Real Cepstrumאפשר אז להסתפק ב ).  באות דבור'pitch'למשל מצוי (  

                              

  c n( ) = F −1 log S e jθ( )[ ]  
  

    c(n)                          הוא סימטרי  
c n( ) =

ˆ s n( ) + ˆ s −n( )
2  

  
  
  

l

l
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  p n( )   s n( )
  H ejθ( )

  
  
  
  

             
  0   Np   2Np

  p n( )
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  1.4 - ' עמ

  שערוך ספקטרום ההספק. 4
  

  :מקורות ספרות
[1]  Oppenheim & Schafer, Digital signal Processing, ch. 11. 

  [2]  P.D. Welch, "The use of fast fourier transform for the estimation of power 
spectra: A method based on time averaging over short, modifieperiodograms,"  
IEEE Trans. Audio and Electroacoustics, June 1967, pp. 70-73. 

 
  מושגי יסוד בשערוך

 מתוך θנתייחס לבעית השערוך הסקלרית של פרמטר דטרמיניסטי 
  . Nx, … , 2x, 1x =(x (סדרת מדידות 

  :המשערך 

1 2
ˆ ˆ ( , ,..., )N NF x x xθ θ= =  

  
  : משתנה אקראי אשר לגביו ניתן להגדיר 

)י הפלוג הסגולי המשותף "תוחלת מתבצעת עפכאשר ה )p xx:  

ˆ{ } ( ) ( )E F x p x dxθ
∞

−∞

= ∫ x  

(2)  
 

  
ˆ θ ( ) = E ˆ θ − E ˆ θ { }( )

2

{ = σ ˆ θ 

2}Var
   

(3)  
  :  הטיה

                                              
 

  Bias = B =∆ θ − E ˆ θ { }
  

  B = 0:    מוטה-ועבור משערך בלתי
(4)  

  
 !)                             חהוכ(
  

  : (B = 0) מוטה-ועבור משערך בלתי
  

  MSE = Var ˆ θ ( ) = σ ˆ θ 

2

  

θ̂  

( ) ˆ1 E{ }θ
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  :אם) Consistent (עקביהמשערך נקרא 
  

  ,סימפטוטיתאמוטה -או לפחות בלתי ,  (B = 0)מוטה-השערוך הוא בלתי .א
  , כלומר    

  
  .                                                         ב
 

   :עקבימשערך עבור , לפיכך
  

 

  limN → ∞
E ˆ θ N − θ( )

2
} = 0{

  
  

  . שואף לאפס עם הגדלת מספר המדידותMSE -ה, .א.ז
אם שונות המשערך מתלכדת עם ) efficient (יעיל נקרא חסר הטיהמשערך 

-Cramer(ראו -י קרמר"ערך החסם התחתון של שונות שגיאת השערוך עפ
Rao Bound - CRB (הנתון בהמשך.  

 עם הגדלת מספר CRB - אם השונות שואפת לימפטוטיתיעיל אסהמשערך 
  .המדידות

  

  )Rao-Cramer)  CRBחסם 
  

)סדרת מדידות בעלת פלוג סגוליNx, … , 2x, 1x =( x (תהי )p xx  )ושנסמנ 

)כאן  )p xθ  ( התלוי בפרמטר)הדטרמיניסטי (θ , ותהיg(θ) פונקציה )ידועה( 

  . θשל

, x היא פונקציה של המדידות  g ̂  כלומר θ(g)( משערך כלשהו של  g ̂ יהי 

E   כך ש,  )θי "כאשר הפלוג נשלט ע ˆ g { } = g θ( - בלתימשערך  (θ  לכל , (
   :אזי, )מוטה

                                           

Var ˆ g ( ) ≥

dg θ( )
dθ

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

2

E ∂ ln pθ x( )
∂θ

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭   

g   עבור θ( ) = θ ,כלומר  ̂ g = ˆ θ :  
  

 
Var ˆ θ ( ≥

1

E ∂ ln p θ x( )
∂θ

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

)
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 CRB -הוכחת ה
 

  ) אקראיוקטור: (נגדיר הוקטור

  
γ =∆

ˆ g − g θ( )
∂ ln pθ x( ) ∂θ

⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ 

  
  :ובעזרתו את המטריצה

  
  
  
  
  
  

          
  :כאשר תוצאה זו מתקבלת בעזרת

  
E ˆ g − g θ( )( )∂ ln pθ x( )

∂θ
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

= dg θ( )
dθ

  
  :תוך שימוש ב

  

ˆ g ∫
∂ ln p θ x( )

∂θ
pθ x( )dx = ˆ g 1

pθ x( )∫
∂p θ x( )

∂θ
pθ x( )dx

= d
dθ

ˆ g ∫ p θ x( )dx = d
dθ

E ˆ g { }= dg θ( )
dθ  

pθ  ובהנחה ש x( ) >   .x ולכל θ לכל 0

  ,כלומר  PSD (Positive-Semi-Definite). היא       כיון שמטריצה מהצורה

  
Q =∆ α T E γ γ T{ }( )α ≥ 0

  

 :כי,  )γובלי תלות בצורת  (αלכל 
2{( )} {( ) } 0T T TQ E Eα γγ α α γ= = ≥.             

 Γ היא לכן מטריצה PSD כל הערכים העצמיים ⇐ סימטרית λi של Γ אי 

)det שליליים ומכאן  ) 0ii
λΓ = Π           :ומקבלים, ≤

  
0 ≤ det Γ( ) = Var ˆ g ( )⋅ E

∂ ln pθ x( )
∂θ

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

−
dg θ( )

dθ
⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2
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  :ולכן

  QED                            

Var ˆ g ( ) ≥
dg θ( ) d θ( )2

E ∂ ln p θ x( )
∂θ

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭   

  

  :ניתן להראות כי:  הערה

                                 
E

∂ ln pθ x( )
∂θ

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

= −E
∂2 ln pθ x( )

∂θ2

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭    

) את הבטויθי גזירה פעמיים לפי "וזאת ע ) 1p x d xθ

∞

−∞

               :במוש י ש,∫=

 
∂pθ x( )

∂θ
=

∂ ln pθ x( )
∂θ

pθ x( )
pθ והנחות מתאימות על     x( ).  

  
  )MLE    )lihood EstimatoreMaximum Lik -משערך סבירות מירבית 

   דגם של תהליך אקראי בעל פלוג סגוליNx,  … ,2x, 1x =(x (יהיה 

  pθ x( )
, אזי. M,...,θ2,θ1 = (θθ( הוא וקטור פרמטרים של הפלוג θ כאשר ,

י אותו ערך של " מתוך הדגם הנתון מוגדר עθמשערך סבירות מירבית של 

θ) י "שיסומן ע  ̂ θ  (  שעבורו הפלוג הסגולי המותנה  p x θ(   .מכסימלי הוא (

  :ות המשואM מתקבל מתוך  θ ̂   ,לכן
  

  
  

, p  ← log-likelihood functionכ משתמשים בלוגריתם של"בד) 1: (הערה
  לוגים י היא מונוטונית ונוחה יותר לשמוש עם פlog' כיון שפ  
  .אקספוננציאליים  

   עקביים ויעילים , אסימפטוטית, משערכים אלו הם חסרי הטיה) 2(  
  .ושגיאת השערוך היא אסימפטוטית נורמלית                
  :MLE דוגמה ל

  

 בעל i.i.d של תהליך mxנמצא משערך סבירות מירבית של הערך הממוצע 
 (i.i.d = independent and identically distributed)פלוג סגולי גאוסי 

  : מדידותNמתוך 
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L =∆ p N x m x ,σ x( ) = p xi m x ,σ x( )
i=1

N

∏

= 2πσ x
2( )−N 2 exp − 1

2σ x
2 x i − m x( )2

i =1

N

∑
⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 
  

                                        

∂ ln L
∂mx

= 0 ⇒ ˆ m x =
1
N

x i
i =1

N

∑
  

  
  )1(                                                                                    לא מוטהמשערך 

   

                                                                                     
)2(  

  .!)הראה (עקביולכן המשערך 
 )3(  

  
  .עיליולכן המשערך 

  : רמז

  

E xi
i=1

N

∑
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

= E xi
2

i=1

N

∑ + x i
j=1
j≠i

N

∑ x j
i=1

N

∑
⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 

⎫ 

⎬ 
⎪ 

⎭ ⎪ 
= NE x2{ }+ N N −1( ) E x{ }( )2

  
                                                   

  שערוך פונקציית האוטוקורלציה של תהליך אקראי סטציונרי
  

 ,(mx = 0) ממוצע אפס ובעל סטציונרי הוא }{xnבהנחה  שהתהליך 
  :אזי

 φ xx m( ) = E xn xn +m
*{ }= γ xx m( )  

γ    ,כאשר xx m( φ     ;האוטוקווריאנס'  פ-  ( xx m(   .האוטוקורלציה'  פ-  (

מוצע , ל" דגימות של התהליך הנNנתונות  וממשיבהנחה שהתהליך 
φxx  המשערך הבא ל m( ):  

 

 
ˆ φ xx m( ) = C xx m( ) =∆

1
N

x n( ) x n + m( )
n=0

N− m −1

∑ , m < N

)  ̂ φ xx  קרויSample autocorrelation function -"אוטוקורלצית הדגם("  
  

  

  
Var ˆ m x{ }=

σx
2

N  

  E ˆ m x{ } = mx ⇒ B = 0
 

CRB ⇒
σx

2

N
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  :תכונות המשערך

      

 

  
E Cxx m( ){ }=

1
N

E x n( ) x n + m( ){ }
n =0

N − m −1

∑ =
N − m

N
φ xx m( )

  
  המשערך מוטה אך בלתי מוטה אסימפטוטית

B = φxx − E Cxx m( ){ }= m
N

φ xx m( ) → 0

N → ∞  
  )פי סוmלכל             (    

  

Var C xx m( )[ ]≅
↑

1
N

φ xx
2 r( ) + φ xx r − m( )φ xx r + m( )[ ]

r = − ∞

∞

∑ →
N → ∞

0

m << N
  

  )ובהנחת גאוסיות(                        
Cxx  ולכן המשערך m( φ   של( xx m(   ). סופיmלכל (הוא עקבי  (

  
  שערוך ספקטרום ההספק

  

  :ספקטרום ההספק

  
Pxx θ( ) =∆ φ xx m( )e− jm θ

m = −∞

∞

∑
  

  

x    דגימות כניסהNמתוך    (משערכים מוצעים n( ){ }n= 0

N −1
:(  

  Periodogram -" פריודוגרמה".  1

  
IN θ( ) =∆ C xx m( )

m = − N −1( )

N −1

∑ e − jm θ =
1
N

X e jθ( ) 2

  
  !)  הוכח(   

                                  ,                                      כאשר

             
X e jθ( )=∆ x n( )e − jnθ

n = 0

N −1

∑
  

 

  
Cxx m( ) =∆

1
N

x n( ) x n + m( )
n = 0

N − m −1

∑
  

  Cxxהוא כזכור משערך עקבי של   φ xxעבור    m < Nותהליך  (  סופי
  , )ממשי

   φxx m( ) = E x n( ) x n + m( ){ }
  

    :לכן
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  )Bartlet(חלון משולש 
  
  
  
  
  
  
  

    מוטה אסימפטוטית                     -בלתי 
lim
N → ∞

E I N θ( ){ } = Pxx θ( )  

Pxx  לבןעבור תהליך גאוסי  θ( ) = σ x
2 ∀θ(   : מתקבל(

  

  

Var IN θ( )[ ] = σx
4 1 +

sin Nθ
N sinθ

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ →

N → ∞

σx
4 ≠ 0

  
  !והמשערך אינו עקבי

  
         :ניתן גם להראות כי

  
)   Averaging        מצוע פריודוגרמות - Bartletשיטת   . 2

Periodograms)  
    
  :חלוקה לקטעים  . א

 

               0,1,2,..., 1n M= − 

                              
x i n( )=∆ x n + i −1( )M( ) N = M ⋅ K

  

  
IM

i θ( ) =
1
M

Xi e jθ( ) 2
1 ≤ i ≤ K

  
  :צוע פריודוגרמותימ  . ב

  
Bxx θ( )=∆

1
K

IM
i θ( )

i=1

K

∑
  

  

  
E B xx θ( ){ } = E I M

i θ( ){ } =
1

2 π
P xx ϕ( )W B e j θ − ϕ( )( )dϕ

− π

π

∫
  

 x1(n)  x2(n)                                                                    xk(n)

M M
N – 1 0 



  מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת,     הטכניון )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-עבוד ספרתי של אותות  
 

  8.4 - ' עמ

  ,כאשר

                 )משולש(Bartlett חלון 

wB m( ) =
M − m

M m < M

0 otherwise

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
  

     

WB e jθ( )= 1
M

sin Mθ 2( )
sin θ 2( )

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

E Bxx θ( ){ }= 1
2πM

Pxx ϕ( )
sin θ − ϕ( )M 2[ ]
sin θ −ϕ( ) 2[ ]

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

dϕ
− π

π

∫
  

  
  )בלתי מוטה אסימפטוטית(

 Pxx θ( ) = σ x
2( )          ;        

  
Var Bxx θ( )[ ] =

1
K

Var IM
i θ( )[ ] ≈

1
K

Pxx
2 θ( )

  
IM בהנחה ש (

i θ(   ) בלתי תלויים סטטיסטית(
  
       Welch- Averaging Modified Periodogramשיטת . 3
   )[2]ראה מאמר (

  
  
  
  
  
  

             

  

JM
i =∆ 1

MU
˜ X i e jθ( )

2
; ˜ x i n( ) = xi n( )w n( )

U =∆
1
M

w2 n( )
n =0

M−1

∑

Bxx
w θ( )=∆ 1

K
JM

i θ( )
i=1

K

∑
  

  
E B xx

w θ( ){ } =
1

2 π
Pxx ϕ( )

− π

π

∫ W w e j θ − ϕ( )( )d ϕ
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Ww e jθ( ) =

1
MU

w n( )e − jθ m

n = 0

M −1

∑
2

=
1

MU
W e jθ( ) 2

  
  

     Bxx
w θ(    בלתי מוטה אסימפטוטית (

                          
Var Bxx

w θ( ){ }≅
1
K

Pxx
2 θ( ) Pxx θ( ) = σx

2( )
  

  
                       Averaging Periodograms-Bartlet  :  מקרה פרטי

  
w n( ) = 1 , n ∈ 0,M −1[ ] ⇒ U =1

Ww e jθ( )= 1
M

sin Mθ 2
sinθ 2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

= WB ejθ( )
  

  
  Overlapping of Segments - חפיפה בין קטעים

  M

  

⎫ 

⎬ 

⎪ 
⎪ ⎪ 

⎭ 

⎪ 
⎪ 
⎪ 

K Segments

  N = K −1( )D + M

  D

  D

  
  :נגדיר

             

c j( )=∆ Covar iance JM
i θ( ),JM

i+ j θ( ){ }

ρ j( )=∆
c j( )
c 0( )

correlation( ) ; c 0( ) = Var JM
i θ( ){ }

  
  

  ):הוכחה בהמשך(אזי 

  
Var Bxx

w θ( ){ }=
Var JM

i θ( ){ }
K

1+ 2
K − j

K
ρ j( )

j=1

K −1

∑
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭   
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  : עבור תהליך גאוסי לבן
                

  

  Var JM
i{ }= Pxx

2 θ( ) = σx
4 ; N → ∞ , M → ∞ , K − const.  

!)הראה(
                               

ρ j( ) =
w n( )w n + jD( )

n = 0

M −1

∑
⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 

2

w2 n( )
n =0

M−1

∑
⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 
  

w  עבור, למשל n(   : שהוא חלון משולש (
  

  

D =
M
2

⇒ Var Bxx
w θ( )[ ]≅

M
N

⋅
9

16
⋅ σx

4 K ≅
N
M

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

D = M ⇒ ρ j( ) = 0 ⇒ Var Bxx
w θ( )[ ]≅ M

N
⋅ σx

4

  
  

  

Var      ל   הוכחת הבטוי  Bxx
w θ( ){ }

  
  

  

Var B xx
w θ( )( ) = E B xx

w θ( )( )2{ }− E B xx
w θ( ){ }( )2

c j( ) =∆ cov J M
i( ) θ( ) , J M

i + j( ) θ( ){ } , ∀ i Stationary process( )

= E J M
i( ) θ( ) J M

i + j( ) θ( ){ }− E J M
i( ) θ( ){ }( )2

B xx
w θ( ) =∆ 1

K
J M

i( ) θ( )
j = 1

K

∑
  

  

∴ Var B xx
w θ( )( ) = E

1
K 2 J M

k( ) θ( ) J M
l( ) θ( )

l = 1

K

∑
k = 1

K

∑
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

− E J M
i( ) θ( ){ }( )2

= 1
K 2 c l − k( )

l =1

K

∑
k = 1

K

∑
  

c                                   :מתוך הסטציונריות l − k( ) = c k - l( )   
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  :ולכן
  

  
Var Bxx

w θ( )( ) =
c 0( )
K

1+ 2
K − j

K
ρ j( )

j=1

K −1

∑
⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ 

  
                    !)הראה(

  ,כאשר

                                            
ρ j( ) =

c j( )
c 0( )  

c                      וכן         0( ) = Var J M
i( ) θ( )(   i      לכל  (

  
  
  Smoothing of Periodogram         -החלקת הפריודוגרמה   .4
  )Oppenheim & Schafer Ch.11ראה (
  

  
Sxx θ( )=∆ Cxx m( )w m( )

m =− M−1( )

M −1

∑ e − jmθ

  
 w(m)הוא חלון המופעל על אוטוקורלצית הדגם   Cxx m( ).  

  .שהיא פחות שמושית כיום, "קלאסית"זו גישה 
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  שערוך פרמטרי של ספקטרום ההספק 
  

           ,B. Porat, Digital Processing of Random Signals :מקור ספרות
                 Prentice Hall, NJ, 1994. 

 

}יהי  }nyבעל ממוצע אפס , )במובן הרחב(סטציונרי ,  אות אקראי

) PSD) –צפיפות הספק ספקטרלית (טרום הספק וספק )yy θΦ.  

   pי מודל אוטורגרסיבי מסדר "נניח שאות זה ניתן לייצוג ע

 .( Autoregressive model of order p – AR(p) )כל דגם , כלומר

  :  מקייםךמהתהלי

1

p

n i n i n
i

y a y w−
=

= +∑  

}1כאשר  }p
i ia  , aי הוקטור "שנייצגו ע, הוא סט של מקדמים קבועים=

ניתן על כן להתייחס .  דגם מתהליך רעש לבן בעל ממוצע אפס הואnw-ו

תמסורת שכולה קטבים '  כאל מוצא של מערכת לינארית בעלת פny-ל

(all-pole) כמודגם באיור הבא, רעש לבן י "המעוררת ע:  

  ( ) ( )
( ) ( )

1Y z
H z

W z A z
= =  

  ,כאשר

( )
1

1
p

i
i

i
A z a z−

=

−∑�  

  

1
( )A z

 nw  ny  

( )H z  
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  ):עם ממוצע אפס(מכיוון שהעירור הוא רעש לבן 

( ) ( ) 2 2
yy wHθ θ σΦ = ⋅  

}           כאשר }2 2
w nE w=σ  

)        :ולפיכך )
2

2

1
1

w
yy

p
ij

i
i

a e−
=

Φ =

−∑ θ

σθ  

אם נתונים פרמטרי המודל ניתן לחשב את ספקטרום ההספק , לכן

( )yy θΦ בכל תדר θשימוש ב.   רצוי- DFT) FFT ( מאפשר חישוב יעיל

)של  )yy θΦ דיסקרטי בסט תדרים :
2 ,    0,1,..., 1k

k k N
N
π

θ = = −.   

  a וקטור הפרמטרים שערוך היא , כעתהבעיה שעומדת לפנינו

) p 2ואת שונות העירור ) פרמטרים
wσ .  

 ארייחיזוי ליננוח להתייחס לבעיה כאל בעיית , על בסיס המודל שהוצג

  : ןכמתואר להל

  Linear Prediction  -  חיזוי ליניארי

  
   מתוך סט של nyמבקשים לשערך את הדגימה : נתייחס לבעיה הבאה

 p1: דגימות קודמות עוקבות 2, ,...,n n n py y y− − −⎡ ⎤⎣ י קומבינציה "ע, ⎦

  :ליניארית שלהם
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( )
1

ˆ
p

i n i
i

y n a y −
=

′= ∑ 

  
  .pי חזאי ליניארי מסדר " עny של חוזים את ערכו, כלומר

  : היאשגיאת החיזוי

1
ˆ

p

n n n n i n i
i

e y y y a y −
=

′− = −∑�  

במובן של ,  האופטימלי′aוהמטרה היא למצוא את וקטור המקדמים 

  :כלומר, ית ממוצעתמינימום שגיאה ריבוע

.
2 2min min  { }opt n

a a
a E e

′ ′
′ = ε �  

  : לעיל אפשר לרשום את משוואת ההפרש הבאהneמהגדרת 

.
1

p

n i n i n
i

y a y e−
=

′= +∑  

 ,השוואה עם משוואת ההפרש של המודל האוטורגרסיבי לעיל מראה

סדר של המודל  השאם סדר החזאי הליניארי נבחר להיות 

aהבחירה שהרי , )p(וטורגרסיבי הא a′=מובילה ל :n ne w= , כלומר

 2ε- מביאה ל (זוהי גם הבחירה האופטימלית. לשגיאת חיזוי לבנה

2י "הנתון ע, מינימלי
wσ.(  

, אינה יכולהpחזאי הליניארי מעל הערך הגדלת סדר מודל ה: שים לב

לא ניתן לחזות מידע (להקטין עוד את שגיאת החיזוי , במקרה הנדון

  pבבעיות מעשיות לא ידוע ערכו של , אולם). נוסף מדגימות רעש לבן
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, ר החזאי עד ששגיאת החיזוי נהיית לבנהונוהגים להגדיל את סד

הגדלת סדר החזאי אינה מקטינה עוד את שונות שגיאת , כלומר(

  . מועטהיחסית ת שגיאת החיזוי היאקטנה עד שמידתאו , )החיזוי

  
, pי מודל אוטורגרסיבי מסדר ידוע " ניתן לייצוג עnyבהנחה ש , לפיכך

) שערוך(פתרון בעיית החיזוי הליניארי שהוצגה לעיל תביא למציאת 

2שונות העירור . aוקטור הפרמטרים 
wσי שונות שגיאת " תינתן אז ע

בעזרת פרמטרים אלה ניתן אז לחשב את ערכו . החיזוי המינימלית

)המשוערך של   )yy θΦ ,י הביטוי שהוצג לעיל"ע.  

  פתרון בעיית החיזוי הלינארי

 a לשערך את וקטור הפרמטרים ךמטרתנו היא אם כ

[ ]( )1 2, ,...,T
na a a a� ,2, שונות שגיאת החיזויכך שε,תהיה  

  .מינימלית

 לפי כל אחד מהפרמטרים 2εיטוי המתקבל עבור נגזור את הב, לשם כך

  : ונשווה לאפס

( )

2
2 2

1

2

1

{ }

2 0

1,2,...,

p

n n i n i
i

p

n i n i n j
j i

E e E y a y

E y a y y
a

j p

−
=

− −
=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= = −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ⎪ ⎪= − − =⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
=

∑

∑

ε

ε
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)                        :נגדיר ) { }j yy n n jr R j E y y −=�  

  :a משוואות לחישוב Pונקבל את הסט הבא של 

1
, 1,2,...,

p

i j i j
i

a r r j p−
=

= =∑  

  
  .)משוואות נורמליות או Walker-uleYמשוואות אלו ידועות כמשוואות (

pR                  :ברישום מטריצי a r=  

1        ,כאשר 2, ,...,
T

pr r r r⎡ ⎤⎣ ⎦�  

)  pRוהמטריצה  )p p×י" מוגדרת ע:  

0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0

                                                       

2 0 1

1 2 1 0

...    

           ...    

                ...         

                

, ,                

p

p

p

p

p p

r r r r

r r r r

r r r
R

r r r

r r r r

−

−

−

− −

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢=
⎢

⎣

# #

…

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

  

  

PR היא מטריצת טופליץ )Toeplitz (כלומר, סימטרית :  

                       [ ] [ ], ,p p pR i j R j i R i j= = −⎡ ⎤⎣ ⎦  

1         : ולפיכך
popta R r−= ⋅  

ידוע , השאינו דורש היפוך מטריצ, אלגוריתם רקורסיבי יעיל
Levinson-Durbin.כאלגוריתם 
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} אם , שוב }ny הוא תהליך ARמסדר גדול מ -p ,ל מביא "הפתרון הנ

}התהליךאולם , 2ε שגיאת החיזוי שונותאמנם למינימיזציה של  }ne 

)שערוך (ן יה אז לבהילא  )yy θΦ  דורש אז שערוך( )eeΦ θ (  

  : נמצא כעת ביטוי לשגיאה המינימלית

( ){ }22 T
nE y a y= −ε  

,1            ,כאשר 2 ,...,
T

n n n py y y y− − −⎡ ⎤⎣ ⎦�  

  

( )( ){ }
{ } { } { }

2

2    2

T T
n n

T T T
n n

E y a y y a y

E y a E y y a E y y a

= − ⋅ − ⋅

= − +

ε
  

  :ובהצבת

{ } { } { }2
0;     ;    T

p n nE y y R E y y r E y r= = =  

  : נקבל

2
0 2 T T

pr a r a R a= − +ε  

p האופטימלי מתקיים חזאי הליניאריומכיוון שעבור ה optR a r= ,

  : מתקבל

2
0 0min

T T
opt opt p optr a r r a R a= − = −ε  

}ואם  }nyהוא :AR(p)   2 2
minwσ = ε.  
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  גישה דטרמיניסטית לחזוי לינארי 

אור מתמטי של הסטטיסטיקה של התהליך יבמקרים רבים אין בידנו ת

{ }ny אלא מספר סופי של דגימות של ny  :0,1,..., 1n N= עם .  −

 pארי מסדר יעל מנת למצוא את מקדמי החזאי הלינ, זאת

( )N p>> , ניתן לשערך תחילה את מקדמי האוטוקורלציה

,  0,1,...,ir i p= ולהשתמש בהם במשוואות הנורמליות למציאת 

  ). רוב אופטימליי רק בק,כמובן, שיהיה(מקדמי החזאי 

) שערוך(זוי ידרך אחרת מקובלת היא להתייחס לבעיה כבעיית ח

על יזציה של השגיאה הריבועית הממוצעת דטרמיניסטית ולבצע מינימ

  .פני קטע זמן נתון

) יהי  ),   0,1,..., 1s n n N=  סט הדגימות הידוע מתוך דגם של ,−

}התהליך  }ny , י"נסמן זאת ע.  לאחר הכפלתו בפונקצית חלון:  

( ) ( ) ns n w n y=  

)כאשר  )w nהיא פונקצית חלון  .  

  :בעיית החזוי הדטרמיניסטית היא כדלהלן

  :שגיאת החזוי

( ) ( ) ( )

( )

1

0
0

; 1

, 0

p

i
i

p

i
i

i i

e n s n a s n i

s n i

a i

=

=

− −

= − =

= − ≠

∑

∑

�

α α

α

  

,...,0,1 מחוץ לתחום זהותית אפס היאהשגיאה ש שים לב( 1n N p= + −(.  
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  : ומבקשים למזער את

( )
1

0

2 2
n

n n
e n

=
∑�ε  

0כאשר  1,n nרו בהמשך יוגד.  

  : למציאת מקדמי החזאי

2
0 , 1,2,...,

k
k p

a
ε∂

= =
∂

  

 : ומקבלים

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 1
2 2 ( ) 0,

                                                                           1,2,...,
 

n n p

i
kn n n n i

e n
e n s n a s n i s n k

a

k p
= = =

⎡ ⎤∂
⋅ = − − − − =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

=

∑ ∑ ∑
 

   ,ולפיכך

.( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 01

n np

i
i n n n n

a s n i s n k s n s n k
= = =

− − = −∑ ∑ ∑  

   :נגדיר

0,1,...,
0,1,...,

i p
k p
=
=

     ( ) ( ) ( )
1

0

,
n

n n
i k s n i s n kφ

=

− −∑�  

)      :שים לב ) ( ), ,i k k iφ φ=  )הסימטרי(  
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  :בלות כך המשוואות הנורמליות הבאותמתק

    ( ) ( ) ( )
1

, 0, ,0
p

i
i

a i k k k
=

= =∑ φ φ φ  

  :או

  1,2,...,k p=              ( )
0

0
        
      1

, 0,
p

i
i

i k
=

=

=∑α φ

α

  

  ): הוכח בעצמך(והשגיאה המינימלית 

             0 1α =  ;              ( )2
min

0
,0

p

i
i

iε α φ
=

=∑  

]בהצגה לעיל טרם קבענו את תחום המינימיזציה  ]0 1,n n  . בספרות

 הבאות של תחום הקביעותמקובל להשתמש באחת משתי 

  :לפתרון שונה, כל אחת, המביאות, המינימיזציה

  )Autocorrelation Method (שיטת האוטוקורלציה   .א

  
  : כלומר, ןתחום המינימיזציה מוגדר כאן על פני כל ציר הזמ

( )2 2

n
e nε

∞

=−∞
∑�  

)מכיון שמספר הדגימות שבידנו הוא סופי , אולם, יש לזכור )N , הרי

]שבעצם תחום המינימיזציה הוא  ]0, 1N p− + .  
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  : כאן, לפיכך

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
n

n

i k s n i s n k

s n s n i k r i k r k i

φ
∞

=−∞

∞

=−∞

= − −

= − − = − = −

∑

∑
  

)כאשר  )r k אוטוקורלצית הדגם" מוגדרת כסדרת) "-Sample 

Autocorrelation(:  

( ) ( ) ( )
1

0

N k

n
r k s n s n k

− −

=

+∑�  

  ומקבלים 

  
     1,2,...,k p=  ( ) ( )

1
,

p

i
i

a r i k r k
=

− =∑ 

  : או
  

     0 1
1,2,...,k p

α =

=
        

)     : והשגיאה )2
min

0

p

i
i

r iε α
=

= ∑  

  :יצי מטררישוםוב

                               1
p pR a r a R r−= ⇒ =  

,  שקבלנו במקרה הסטוכסטיYule-Walkerאלו הן בעצם משוואות 

 מוחלפים במקדמי irכאשר מקדמי הקורלציה של התהליך האקראי 

)קורלצית הדגם  )r i ,כאן באלגוריתםוניתן להשתמש גם   

 Levinson-Durbin.   

( )
0

0,
p

i
i

r i k
=

− =∑α  
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למשל , שאיננו מלבני  מחליקנעיר שבשיטה זו מקובל להשתמש בחלון

שהרי , "אפקט הקצוות"על מנת להקטין את , Hannחלון 

המינימיזציה היא על פני כל ציר הזמן וצפויה שגיאה גדולה יחסית 

  .בקצות הקטע הנתון

   
 )Covariance Method (  ווריאנסשיטת הק  .ב

  : סופיהאינטרוול הבגישה זו תחום המינימיזציה הוא 

0 1, 1n p n N= = −  

)כאשר האות  )s n נתון בתחום [ ]0, 1N − .  

 ולכן 2εעל פי גישה זו אין מכלילים את שגיאות החזוי בקצוות בתוך 

)החלון .  אין צורך בחלון מחליק )w nהוא לכן מלבני הנבחר :  

[ ]0, 1n N∈ − ( ) 1,w n =  

  :כאן

( ) ( ) ( )
1

,
N

n p
i k s n i s n kφ

−

=

= − −∑  

, 0,1,...,i k p=  

 ( ) ( ) 0
0

;   1
p

i
i

e n s n i
=

− =∑� α α   

, 1,..., 1n p p N= + −    

)הסדרה  ),i kφקורלציה בין -אוטוקורלציה אלא מעין קרוס'  אינה פ

  .קטעים דומים
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  ,למשל

( ) ( )
1

2, ; 0,1,...,
N

n p
i i s n i i p

−

=

= − =∑φ  

  

  

( ) ( ) ( )
1

0, : 1,2,...,
N

n p
k s n s n k k pφ

−

=

= − =∑  

) שוביולח )0, jφ:   

  

  

  

  
  : המשוואות הנורמליות המתקבלות

( ) ( ) ( )
1

, 0, ,0 ,  1,2,...,
p

i
i

a i k k k k p
=

= = =∑ φ φ φ  

  וברישום מטריצי

a ϕΦ =  

)  : כאשר ) ( ) ( ), , ;   1,0 ,..., ,0 T
i j i j pΦ ⎡ ⎤⎣ ⎦� �φ ϕ φ φ  

   Toeplitz. אינהאך ,  סימטריתΦשים לב שהמטריצה 

  

  

  

0                1p N −  

: (0,0)φ  

n  

0          1N p− −  

: ( , )p pφ  

n  

0                 1p N −  
n  

      1p j N j− − −  
n

0
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  :ניתן לרשום, אולם

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

1

1

1

1, 1 1 1

,

, ,

N

n p

N

n p

N

n p

i k s n i s n k

s n i s n k

s n i s n k i k

i k i k

−

=

−

= −

−

=

+ + = − − − −

= − −

= − − + ∆

= + ∆

∑

∑

∑

φ

φ

φ φ

  

   ,כאשר

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 1 1 1i k s p i s p k s N i s N kφ∆ + − − − − − − − −�  

)ך שאפשר לבצע חשוב רקורסיבי של כ )1, 1i kφ + ) מתוך + ),i kφ .  

  

  ההער

הוי פרמטרי מערכת יגישה זו מדויקת יותר משיטת האוטוקורלציה בז

כיוון שאין מכפילים בחלון מחליק , המקיימת את הנחות המודל

  ). החלון מלבני(

 

ל על מקטע של אות " השיטות הנבעמוד הבא מודגמת הפעלת שתי

  .דיבור
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,( למעלה 1' הסימונים משמאל לציור מס:  הערה , ,n n yy ees e Φ Φ( ,

  .אינם מופיעים בציור המקורי והוספו כאן לשם הבהירות
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  FIRתכן מסנני  .5

  )Low-pass Filter - LPF(   מתן הספציפיקציות למסנן מעביר נמוכים

  1
  1+ δ p

  H

  1− δ p

  Fp   Fs  0   0.5   F = f fs  ∆F

  δs

  Pass− band

  Stop− band

  Transition− band
  

        

  

δ p − Pass − band → A p = 20 log
1 + δ p

1 − δ p

dB[ ] Ripple in dB( )

δ s − Stop − band → As = −20 log δ s dB[ ] Attenuation in dB( )  
  

  :FIR שיטות לתכן מסנני
  שיטת החלון .א

  :קובעים התגובה האידיאלית הרצויה) 1(
    

  
Fc =

Fp + Fs

2

  Fs  Fp   Fc  0   0.5
  F

  H

  1

  
  מפרקים לטור פוריה את ההרחבה המחזורית של התגובה )2( 

  :המשורטטת ומקבלים האידיאלית 
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h n( ) =

1
nπ

sin 2πFc n( )
  

N    בפונקצית חלון באורך סופיh(n)פילים את מכ )3( = 2M +1:   

  
ˆ h n( ) = w n( ) h n( )  

  

)h n ̃  :   נקודותM -לקבלת מסנן סיבתי מזיזים ב )4( ) = ˆ h n − M( )   
  
  

  פרמטריים-חלונות לא
  

,  כגון חלון רבועי-לא פרמטריים (כשמשתמשים בחלונות פשוטים 
  : עקרונות התכנון הם)  מוכלל Hannחלון משולש או חלון 

)i( י" עפבוחרים בחלון שיתן גליות מתאימה   δ = Min δp ,δ s( לכל  ((
  )ערך טפוסי משלו חלון

)ii( האברים ' בוחרים את מסNכדי לקבל את ה -  ∆F  הנדרש   
N ∝

1
∆F

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟    

                                                                            
Generalized Hann Window:               : המוכללHannחלון נזכיר את 

     

         

wG H n( ) = α + 1− α( ) cos πn
M

0 ≤ α ≤ 1
−M ≤ n ≤ M ; N = 2M +1  

α                      :    מלבני חלון =1 ⇒ wG H n( ) = WR n( ) =1                      
  

  :     Hann  חלון
α = 0.5 ⇒ wG H n( ) = WH n( ) = 0.5 1+ cos

πn
M

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟                 

  
  : Hammingחלון

  
α = 0.54 ⇒ wG H n( ) = WHAMM n( ) = 0.54 + 0. 46cos

πn
M  

  
  : Blackman חלון - חלון ידוע אחר

  
w n( ) = 0.42 + 0.5 cos

πn
M

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ + 0.08 cos

2πn
M

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟   
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  :טבלה עם תכונות החלונות השונים נתונה להלן
            
   LPF -מוש ליש

D 
∆( F=D/N) 

 
Max. As 

 

 רוחב אונה
 ראשית

  רוחב סרט
(-3 dB)  

דאונת צ  
 גבוהה ביותר

  סוג החלון

0.92 21 dB   2 (2π/N)  (2π/Ν) 0.89 -13 dB  מלבני  

3.0 25 dB 4 (2π/N) (2π/N) 1.28 -27 dB משולש  

3.1 44 dB 4 (2π/N) (2π/N) 1.44 -32 dB Hann  

3.3 53 dB 4 (2π/N) (2π/N) 1.30 -43 dB Hamming 

5.6 74 dB 6 (2π/N) (2π/N) 1.50 -57 dB Blackman 

  
  )Kaiser(חלון פרמטרי 

ל הוא שחופש התכנון עמם מוגבל "החסרון הבולט של החלונות הנ
וכן שהתכנון אינו ) מספר החלונות העומד לרשותנו אינו גדול(

נציג תחילה משפחה פרמטרית של חלונות הידועה . אופטימלי
י שנוי פרמטר " המאפשרת לקבל חלונות שונים עKaiserחלון בשם 

  :טה על הגליותהמאפשר שלי
  

  N = 2M+1         ,  n ≤ M             ,   
wK n( ) =

I0 α n( )( )
I0 β( )  

                     β- פרמטר             ,  
α n( )=∆ β 1−

n
M

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

  

 I0 x( י הטור " היא פונקצית בסל מסדר אפס הניתנת לתאור ע(
  :הבא

                               
I0 x( ) = 1+

1
k!

x
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

k⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

k =1

∞

∑
2

  
  
  ).י מספר סופי של אברי הטור"ומקרבים כמובן ע(
  

בן של מכסימיזציה של במו,  הוא בקרוב אופטימליKaiserחלון 
  .האנרגיה באונה הראשית עבור אנרגית חלון נתונה
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 prolate spheroidal משפחת חלונות זו מהוה קרוב לפונקציות 
  .ל"רציפות בזמן שהן מוגבלות זמן ואופטימליות במובן הנ

  1לנוחיות החישוב ניתן להשתמש בבטוי מקורב
   :Kaiserשל חלון  הנותן חלון בעל תכונות וביצועים קרובים לזה 

  
                            

  
  
  

N    ואת אורך החלוןβעל מנת לקבוע את  = 2M +1( ) 
משתמשים בנוסחאות התכנון האמפיריות הבאות שנלקחו 

  :יםמהספר

  
  

                      1. A. Antoniou: Digital Filters: Analysis & Design 
    McGraw Hill, New-York 1979    (Ch. 9).  

                 
2. B. Porat, A Course in Digital Signal Processing,  
    J. Wiley, 1997     (Ch. 9). 

  
  
  

                                                           

J.J Knab, "An Alternate Kaiser window", IEEE Trans.1 

   ASSP,  Vol. 17, No. 5, october 1979. pp. 560-561  
 



  מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת, הטכניון        )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-עבוד ספרתי של אותות  
 

    5.5 - ' עמ

  :Kaiserנוסחאות התכן עם חלון 

)i(   קבע δ = Min δp ,δ s( A   וחשב ( = −20 logδ dB[ ]  

)ii(   קבע את ערכו של הפרמטר β לפי :  

  

β =

0 A ≤ 21dB
0.5842 A − 21( )0. 4 + 0.07886 A − 21( ) 21 < A ≤ 50dB
0.1102 A − 8.7( ) A > 50dB

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
  

           

)iii ( קבע אתN                                    מתוך       
N ≥

D
∆F

+1
  

  ,   כאשר  

                                                  
D =

0.9222 A ≤ 21dB
A − 7.95

14.36
A > 21dB

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
  

  
  :דוגמה

F∆  נדרש                  = 0.1 ⇐ Fp = 0.15, Fs = 0.25  

                     As ≥ 40dB, Ap ≤ 0.1dB  
h:                            התגובה האידיאלית n( ) = sin 2π0.2n( ) nπ  

 Fc = Fp + Fs( ) 2 = 0. 2( )  

  :ולקביעת החלון
δ = Min δp ,δ s( )= Min 5.75 ⋅10 −3 , 0.01( ) ⇒ δ = δp = 5.75 ⋅10−3

  
                                     A = −20 log δ = 44.8 dB  

  :מנוסחת התכנון לעיל מתקבל

                                                 β = 3.9524 ; D = 2.566  

  
N ≥

2.566
0.1

+1 = 26.66 ⇒ N = 27 ; M = 13( )
  

  : מתקבל מתוךFIR-ומסנן ה

   ̃ h n( ) = ˆ h n − M( ) ; ˆ h n( ) = h n( )wk n( )  
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)BPF-Pass Filters -Band (                      תכן מסננים מעבירי פס

  

  H

  1+ δp

  1− δp

  1

  0
  δs1

  Fs1
  Fc1

  Fp1

  ∆F1   ∆F2

  Fp2
  Fc2

  Fs2

  δs2

  Ideal BPF

  0.5
  F

  ∆F
2   ∆F

2

  
 

  

∆F =∆ Min ∆F1, ∆F2( ) ; δ = Min δ s 1
,δ s 2

,δ p( )
Fc

1
= Fp

1
− ∆ F 2 ; Fc

2
= Fp

2
+ ∆F 2  

  (Band-stop Filters - BSF)                 תכן מסננים חוסמי פס

  H

  1

  0   Fs1  Fc1  Fp1

  ∆F1   ∆F2

  Fp2  Fc2  Fs2
  0.5

  F

  1+ δp1

  1− δp1

  1+ δp2

  1− δp2

  ∆F
2  ∆F

2

  δs

   

∆F = Min ∆F1, ∆F2( ) ; δ = Min δ p 1
,δ p 2

,δ s( )
Fc1

= Fp 1
+ ∆F 2 ; Fc2

= Fp 2
− ∆F 2  
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  תנאים לפזה לינארית

  למעשה במובן של (ית התנאים לפזה לינאר, כזכור
Group delay = −

dϕ θ( )
dθ 

סימטריה של -הם סימטריה או אנטי) או פזה לינארית מוכללת, קבוע
  .מקדמי המסנן

h        :  סימטרית– h(n) .א n( ){ }n =0

N −1 : h n( ) = h N −1− n( )  
  

  

H e jθ( )= H e jθ( )e
jϕ θ( )

ϕ θ( ) = − αθ

Group delay = − dϕ θ( )
dθ

= α ; α = N − 1
2  

h         : סימטרית- אנטי– h(n)  .ב n( ) = −h N −1− n( )  
  

אזי
      

 

  
ϕ θ( ) =

±π 2 −αθ 0 < θ < π
∓π 2 −αθ − π < θ < 0

⎧ 
⎨ 
⎩ 

; ϕ θ( ) = −ϕ −θ( )
  

  

ϕ  כדי שהנגזרת של θ( θ    תהיה מוגדרת ב( = H   מתארים את, 0 e j θ( ) 
  :בצורה

  

            
  
H e jθ

( ) = G e jθ
( )e

j Lπ
2−αθ⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ ; L = 0,1{ }

  
  

  כאשר
G e j θ(   היא פונקציה ממשית כולל סימן(

 
G e jθ( ) = ± H e jθ( )( ) 

   )θ  -הסימן תלוי ב(

כעת
         

  
H θ( ) = G θ( )e

j ˜ ϕ θ( ) ; ˜ ϕ θ( ) = L
π
2

− αθ = L
π
2

−
N −1

2
θ

  
      

 h n( ) ⇔ L = h ;    סימטרית0 n( ) ⇔ L =   .סימטרית-אנטי  1
  

 כמתואר L=1 או L=0;  זוגי - זוגי או איN:  מקרים שונים4מקבלים כך 

  :בטבלה הבאה
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   עם פזה לינאריתFIRמסנני 
  

  

    
h n( ){ }n =0

N −1 ↔
F

H e jθ( ) = G ejθ( )exp j L
π
2

−
N − 1

2
θ⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ ⎧ 

⎨ ⎩ 
⎫ 
⎬ ⎭   

  

 L = 1 h n( ) antisymmetric( )  L = 0 h n( ) symmetric( )    N
L

  N
L

 
case 3 

 
G ejθ( ) = c n( )sin nθ( )

n = 0

N −1
2

∑
 

 

 
c n( ) = 2h

N −1
2

− n⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

 

 c 0( ) = 0 
  

 :Note

 G e j0( ) = 0 ; G e jπ( ) = 0 
 BPF( )  

1ase c  

  
G ejθ( ) = a n( )cos nθ( )

n= 0

N −1
2

∑
  

  
a n( ) = 2h

N −1
2

− n⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

  

  
a 0( ) = h

N −1
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  
  
  

  All − Purpose( )  

Odd  

                   4case  

 
G e jθ( ) = d n( )sin θ n −

1
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ ⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

n =1

N
2

∑
 

  

 
d n( ) = 2h

N
2

− n⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
         G e j 0( ) = 0   :Note  

 

 Not LPF( )  

2case   

  
G ejθ( ) = b n( )cos θ n −

1
2

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ ⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

n=1

N
2

∑
  

  
b n( ) = 2h

N
2

− n⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
  

 G e j π( ) = 0  :Note  

  

  Not HPF( )  

Even 

        
  

G                     :צורה מאוחדת     e jθ( ) = Q e jθ( )P e jθ( )  
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  :כום ארבעת המקריםיס
  

 
P e j0( ) = α n( )cos nθ

n =0

N 1

∑
  

 

 Q e j θ( )  

 
L 

 
N 
 

 
Case  

  

 
α n( ) = ˜ a n( ) = a n( );N1 =

N −1
2  

1  0 odd  1  

 
α n( ) = ˜ b n( ) ;N1 =

N
2   cos θ

2( ) 
0 even  2  

 
α n( ) = ˜ c n( ) ; N1 =

N −1
2   sin θ( )  1 odd  3  

 
α n( ) = ˜ d n( ) ;N1 =

N
2   sin θ

2( ) 
1 even  4  

  
 
 
 
  
  
  
  

b  ם ביןהקשרי n( )b n ̃ - ל( ) , c n( )c n ̃ - ל( d   - ו( n( )d n ̃  - ל(    מופיעים (
  :במאמר

    
J.H.McClellan,  T.W. Parks, and L.R.Rabiner, "A Computer program 
for  Designing Optimum FIR Linear Phase Digital Filters", 
IEEE Trans. on Audio & Electroacustics, vol AU-21, No. 6, Dec 1973,  
pp. 506-526. 

  
  :וכמים להלןומס
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  h n( )

  N − 1
  n

  0   0

  0

  0

  0   0

  0   0

  a n( )

  N − 1
  n

  b n( )

  n   n
  1   N 2

  2 π  π
  ω

  0   2 π  π
  ω

  2 π  π
  ω

  2 π  π
  ω

  n
  1

  n
  1

  h n( )

  N − 1

  n

  h n( )

  N − 1

  n

  h n( )

CASE 1 CASE 2

CASE 3 CASE 4

  c n( )   d n( )

  N 2

N odd N even

  G e j ω( )   G e j ω( )

  G e j ω( )
ANTISYMMETRICAL 

IMPULSE 
RESPONSE

L=1

SYMMETRICAL 
IMPULSE 

RESPONSE

L=0

  G e j ω( )

  

(N-1)/2 

(N-1)/2 
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  )         MAX-MINבמובן  ( אופטימליים FIRתכן מסנני 

  

  :רוב הבאהינדון בבעית הק
D נתונה תגובת תדר רצויה  ejθ( ) = D θ( ופונקצית שקלול ) אמפליטודה( (

W  חיובית  θ( ) .  

ת  ופונקציפאזה לינארית בעל FIRמבקשים למצוא את מקדמי מסנן 
G אמפליטודה  θ( אשר יביאו , ) המקרים4י " עפ-כמתואר קודם לכן  ( (

  :למינימום את מכסימום השגיאה האבסלוטית המשוקללת
  

                    
E θ( ) =∆ Max

θ∈A
E θ( ) = Max

θ∈A
W θ( ) D θ( ) − G θ( )

  
  :מתוך

G                                   ,כאשר θ( ) = Q θ( ) ⋅ P θ( )  

                                     

 

  
P θ( ) = α n( )cos nθ( )

n= 0

N1

∑
  

α כזכור קיים קשר ישיר בין ( n( h  למקדמי המסנן  ( n( ) ( .  

   כך שנקבל מינימום α  הבעיה היא לכן למצוא את וקטור המקדמים 
E  של  θ( ):  

   

  
Min

α
Max

θ∈A
E θ( ) = Min

α
Max

θ∈A
W θ( )D θ( )−G θ( )

  
  

  . הוא סט התדרים שלגביו מוגדרת התגובה הרצויהAכאשר 
  נרשום

  
E θ( ) = W θ( )Q θ( )

D θ( )
Q θ( )

− P θ( )
⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ θ ≠ 0,π
  

  

  ונגדיר                                            
ˆ W θ( )=∆ W θ( )Q θ( )

  

                                                    
ˆ D θ( )=∆ D θ( ) Q θ( )

  

                   אזי                  
 

  E θ( ) = ˆ W θ( ) ˆ D θ( ) − P θ( )][
  

     וכעת                         
E θ( ) = Max

θ∈ ′ A 

ˆ W θ( ) ˆ D θ( ) − P θ( )
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 ,כאשר
  

  

  : Multibandמסנן , למשל
  

                       

  W1

  D1   W2

  D2

  W3

  D3   W4

  D4

  B1   B2   B3   B4
  θ = π

  F = 0   F = 0.5
  θ = 0

                        
  

  )Remez Exchange(אלגוריתם איטרטיבי 
    Minimum Weighted Chebyshev errorרוב לפי יבעיה זו ידועה כבעית ק

 Remez Exchangeבעזרת  ( ופתרונה האיטרטיבי )Equirippleמסנן (
Algorithm(מבוסס על המשפט הבא :  
  )Alternation Theorem                       ("לופי הסימןיח"משפט 

  
P  אם  θ(   : פונקציות קוסינוס בצורהrהוא קומבינציה לינארית של  (

  

  
P θ( ) = α n( )cos nθ( )

n = 0

r−1

∑
  

  

P -תנאי הכרחי ומספיק ש, אזי θ( רוב היחיד הטוב ביותר י יהיה הק(

)D θ ̂  לפונקציה רציפה )  משוקללChebyshevרוב יבמובן של ק( ,  A ′  על  (

 הוא שלפונקצית השגיאה 
 E θ( ) = ˆ W θ( ) ˆ D θ( ) − P θ( )[  r+1 יהיו לפחות [

  נקודותr+1קיימות , כלומר(  A ′  -נקודות אקסטרמום ב
  θi , i = 1,2,…, r + θ1  ש  כך , 1 < θ2 <…< θr+1(  ומתקיים בנקודות 

   :אלו

וכן                  

 

  

E θ i( ) = −E θ i +1( ) i = 1,2, , r

E θ i( ) = Max
θ ∈ ′ A 

E θ( ) =∆ δ
  

, Remez - Exchangeמשפט זה מהוה כאמור את הבסיס לאלגוריתם 
  .ל"רוב הנישהוא אלגוריתם איטרטיבי לפתרון בעית הק

…

 
A = Bi

i=1

m

U
 

  ′ A = A − 0, π{ }
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 עם FIRעל בסיס התוצאות לעיל פותחה תוכנית מחשב לתכנון מסנני 
  :פזה לינארית המתוארת במאמר 

J.H. McClellan, T.W.Parks, and L.R.Rabiner: 
" A Computer Program for Desighning Optimum FIR Linear phase  
Digital Filters", IEEE Trans.  Audio & Electroacoustic, Vol Au-21,  Dec. 
1973, pp. 506-526.  

 IEEE) DSP תוכניות המחשב של תאור התוכנית נתון גם בספר
Programs  ( דיאגרמת הבלוקים של התכנית מתוארת  .  5.1סעיף
  :בציור הבא

INPUT FILTER 
SPECS

DIFFERNTIATOR

FILTER   TYPE

BANDPASS
HILBERT 

TRANSFORM

DENSE GRID FOR 
THE SET FWATE 

WEIGHT FUNCTION
EFF 

DESIRED MAGNITUDE

FORMULATE EQUIVALENT 
APPROXIMATION PROBLEM

INITIAL GUESS FOR r+1 
EXTREMAL FREQUENCIES

REMEZ 
SOLVE THE 

APPROXIMATION PROBLEM

CALCULATE IMPULSE 
RESPONSE

PRINT OUT THE 
OPTIMAL ERROR & 

IMPULSE RESPONSE
  

כאן נרחיב את ההסבר של האלגוריתם . פרוט נוסף נתון במקורות לעיל
  :האיטרטיבי
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  )Remez Exchange Algorithm(        הסבר האלגוריתם האיטרטיבי

  
 נקודות בתחום r16ברירת המחדל היא של  (Aבונים סריג צפוף בסט  .א

   )LGRID=16 או LGRID=0י " ומתקבלת עAי "התדרים המוגדר ע  
 Aי חלוקה שוה של הסט "כ ע"בד( נקודות אקסטרמום r+1מנחשים  .ב

 שים לב שערכו של ( בסימונים מתחלפים δ ומאלצים השגיאה להיות )    
  E θ i( פסי הניחות וגם כלומר גם ב ,   i = 1, 2,…, r +1 לכל δ   הוא (

  ):משקל' כיון שמשתמשים בפ, בפסי ההעברה
  
 

 

E θ i( ) = ˆ W θi( ) ˆ D θi( ) − P θ i( )] = −1( ) i−1δ , i =1,2,... , r +1

ˆ D θi( ) = P θ i( ) + −1( ) i −1 δ
ˆ W θ i( )

[

  ,כאשר

P θi( ) = α n( ) cos nθ i( )
n= 0

r−1

∑
  

  
   נעלמים שהם המקדמיםr+1משוואות ב r+1 מתקבל כך סט של 

 [α(0),α(1),...,α(r-1)]והסטיה δ .  

  :רישום מטריצי נראה כך
  

1 cosθ1 cos2θ1 ... cos r −1( )θ1
1

ˆ W θ1( )
1 cosθ2 ... ... cos r −1( )θ2

−1
ˆ W θ2( )

: : : :
: : : :

1 cosθ r+1 cos2θ r+1 ... cos r −1( )θ r+1
−1( )r

ˆ W θr +1( )

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

⋅

α 0( )
α 1( )

:
:
:

α r −1( )
δ

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

=

ˆ D θ1( )
ˆ D θ2( )

:
:
:
:

ˆ D θ r +1( )

⎡ 

⎣ 

⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 

⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 
⎥ 

  
  

 ,כלומר
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 בסט θכי תן את הפתרון הרצוי רק אם עבור כל עריפתרון המשוואות י

A'לוטית מעבר לגודלו אין חריגה של השגיאה האבס δ  שחושב לעיל 
או , )כלומר אם הניחוש הראשון של נקודות האקסטרמום הוא נכון(

כ אין הדבר כך ויש "כמובן שבד. לפחות הדבר כך על גבי הסריג הצפוף
  :להמשיך בתהליך האיטרטיבי הבא

)i(  מחשבים אתP(θ)בעזרת המקדמים , שללמ.    על הסריג הצפוף

α(n)    י אינטרפולציה בין הנקודות "שנמצאו לעיל או ע  P θi(      הנתונות (
:       מתוך   
 

  
P θi( ) = ˆ D θ i( ) − −1( )i−1 δ

ˆ W θ i( ) i = 1,2,…,r +1
  

  )Lagrange Interpolationמקובל להשתמש ב (  

E  : אם מקבלים על פני הסריג הצפוף שקיים   θ l( ) ≤ δ   

  ) l -האינדקס של הסריג הצפוף  :l = 1, 2,…LGRID·r (  
  :אזי, אם לא. הרי שסיימנו   

)ii( פתור את סט , מצא את מקום נקודות האקסטרמום החדשות     
  ).i(המשוואות לעיל והמשך עם שלב       

:לדוגמה

  E θ( )

  δ

  −δ

  0
  B1   B2

  θ

  π

¾˜Â„Ý†‡˜ÒË¯ÓÂÌ†
Á„×‰

¾˜Â„Ý†‡˜ÒË¯ÓÂÌ†
˜Â„ÓÝ

  •

  •   •

  •   •

  •   •

  •   •

  ×

  ×

  ×   ×

  ×   ×

  ×   ×

  
                                                                             

  
  
  

  :ת מובאות להלןשתי דוגמאו.  ראה במאמר לעיל-דוגמאות תכן 

  נקודת אקסטרמום •
 קודמת

  נקודת אקסטרמום× 
 חדשה

A = Bi
i=1

2

U
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  Matlab -   בRemezהפעלת השגרה  
  

  : מקבליםRelease 14עבור , לתשומת לב
>> help remez       
 REMEZ Parks-McClellan optimal equiripple FIR filter design. 
 REMEZ is obsolete.  REMEZ still works but may be removed in   
 the future. Use FIRPM instead. 

 

h=remez(nfilt, ff, mm, wtx, ftype) 
 
Parks-McClellan FIR filter design using the Remez exchange 
method for designing optimum linear phase filters with 
arbitrary filter shape. 
B = REMEZ(N,F,M) designs an N'th order FIR digital filter, 
with the frequency response specified by vectors F and M, and 
returns the filter coefficients in length N vector B.  Vectors F 
and M specify the frequency and magnitude breakpoints for 
the filter such that PLOT(F,M) would show a plot of the 
desired frequency response.The frequencies in F must be 
between 0.0 < F < 1.0, with 1.0 corresponding to half the 
sample rate. They must be in increasing order, start with 0.0, 
and end with 1.0. 
 
B = REMEZ(N,F,M,W) uses vector W to specify 
weighting in each of the pass or stop bands in vectors F and 
M. 
 
B = REMEZ(N,F,M,FTYPE) or B = 
REMEZ(N,F,M,W,FTYPE), where FTYPE is the string 
'Hilbert' or 'differentiator', designs Hilbert transformers or 
differentiators, respectively.  For Hilbert case, the lowest 
frequency should not be 0. 
(c) Copyright 1987, by The MathWorks, Inc. 
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 דוגמת הרצה - תכנון מסנן מעביר-נמוכים:
  

>f=[0 0.1 0.2 1]; 
>m=[1 1 0 0]; 
>w=[1 5]; 
>h=remez(26,f,m,w) 
>h = -0.0145 -0.0147 -0.0184 -0.0189 -
0.0144    
  -0.0038  0.0134  0.0363  0.0629  0.0904     
   0.1153  0.1342  0.1444  0.1444  0.1342     
   0.1153  0.0904  0.0629  0.0363  0.0134    
  -0.0038 -0.0144 -0.0189 -0.0184 -0.0147    
  -0.0145 
>y=abs(freqz(h,[1],256)); 
>plot((0:255)/256,20*log10(y)),.... 
xlabel('Freq 
(*Pi)'),ylabel('Amplitude'),grid 
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  :ילברט תכנון מסנן ה-דוגמת הרצה 
>f=[0.1 0.9]; 
>m=[1 1]; 
>h=remez(26,f,m,'Hilbert') 
 
h = -0.0077  -0.0030  -0.0129  -0.0080  -0.0233 
    -0.0174  -0.0394  -0.0347  -0.0669  -0.0712 
    -0.1299 -0.1973   -0.6456   0.6456   0.1973          
               0.1299  0.0712    0.0669   0.0347   0.0394    
                       0.0174  0.0233    0.0080   
0.0129   0.0030                                0.0077 
 
>y=freqz(h,[1],256); 
>absy=abs(y); 
>plot(x,absy),xlabel('Freq 
(*pi)'),ylabel('Amplitude') 
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>temp=angle(y(2:256)); 
>angley=[0 temp']'; 
>plot(x,angley),xlabel('Freq (*pi)'),ylabel('angle') 
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   קביעת פרמטרי התכן
 )remezord, firpmord'  ר, MATLABלקביעת הפרמטרים בעזרת (

F∆ כאשר נתונים   ← Fp , Fs( ) Fp ,Fs ,δ p ,δs הפרמטר שנותר לקבוע אותו 

  .מקדמי המסנן'  מס- Nהוא 
ראה (על סמך סימולציות רבות התקבל באופן אמפירי הקשר הבא 

  ):3פרק , Rabiner & Goldל הספר ש

                                                              
N ≥

D
∆F

+1
   

  כאשר

                                      D = D∞ δ1 ,δ 2( ) − f δ1,δ 2( ) ∆F( )2

  
δ2 הסמון כאן ( ≡ δ s , δ1 ≡ δ p(   

  :הקשרים האמפיריים

  

D∞ δ1 ,δ2( ) = a1 log10 δ1( )2 + a2 log10 δ1 + a3[ ]⋅ log10 δ2

+ a4 log10 δ1( )2 + a5 log10 δ1 + a6[ ]  

  

a1 = 5.309 ⋅10−3

a2 = 7.114 ⋅10−2

a3 = −4.761⋅10−1

a4 = −2.66 ⋅10−3

a5 = −5.941⋅10−1

a6 = −4.278 ⋅10−1
 

    f δ1,δ 2( ) = b1 + b2 log10 δ1 − log10 δ2( ) 

 

b1 = 11.01217
b 2 = 0.51244  

  :י הבטוי" עN לערכו של  N ̂ ומתקבל השערוך 

 
ˆ N ≥

D∞ δ1 ,δ2( )
∆F

− f δ1,δ 2( )∆F +1
  

:         קטנים מספיק ניתן להסתפק בקרובF∆ עבור ערכי 

 
ˆ N ˜ ≥ 

D∞ δ1 ,δ2( )
∆F  

∞D טבלה של ערכי  δ1 ,δ2( כאמור :  ( מופיעה בעמוד הבא(

 δ2 ≡ δ s , δ1 ≡ δ p(  
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TABULATION  OF    D ∞ δ p , δ s( )  
 

D∝(δp,δs) δs  δp  

 
1.25 
1.41 
1.80 
1.95 
2.33 

 
1.46 
1.63 
2.02 
2.19 
2.58 

 
1.9 
2.12 
2.54 
2.72 
3.14 

 
2.15 
2.3 
2.76 
2.94 
3.37 

 
2.61 
2.81 
3.25 
3.45 
3.90 

 
0.0100 
0.0050 
0.0010 
0.0005 
0.0001 

 
0.0100 
0.0050 
0.0010 
0.0005 
0.0001 

 
0.0100 
0.0050 
0.0010 
0.0005 
0.0001 

 
0.0100 
0.0050 
0.0010 
0.0005 
0.0001 

 
0.0100 
0.0050 
0.0010 
0.0005 
0.0001 

 
0.100 

0.100 

0.100 

0.100 
0.100 

 
0.050 

0.050 

0.050 

0.050 

0.050 
 

0.010 
0.010 
0.010 
0.010 
0.010 

 
0.005 
0.005 
0.005 
0.005 
0.005 

 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
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    22.5 - ' עמ

 
  :מקרים נוספים

  

  :F∆  שערוך ) 1(
  :י"ע ) Fp  או Fsולכן את  (F∆  משערכים את ,  אינו נתוןFp או Fsאם   

  

  
∆ ˆ F =

N −1
2f δ1 ,δ2( )

1 +
4f δ1,δ 2( )D∞ δ1,δ2( )

N −1( )2 −1
⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ 

 
  :δ2 שערוך   ) 2(

  :הוא ניתן לשערוך מתוך,  אינו נתוןδ2 אם   
  

     
log10

ˆ δ 2 =
N −1( )∆F + d1 ∆F( )2 − c2

c1 + b 2 ∆F( )2

 
 ,כאשר 

     

c1 = a1 log10 δ1( )2 + a2 log10 δ1 + a3

c2 = a4 log10 δ1( )2 + a5 log10 δ1 + a6

d1 = b1 + b2 log10 δ1  
  :δ1 שערוך   ) 3(

  :רוך מתוךהוא ניתן לשע,  אינו נתוןδ1 אם   
  

  
log10

ˆ δ 1 = −
g2

2
+

g 2
2

4
− g3

 
 ,כאשר 

  

g1 = b1 − b2 log10 δ2

g2 =
e2 − b2 ∆F( )2[ ]

e1

g3 = e3 − g1 ∆F( )2 − N −1( )∆F
e1

e1 = a1 log10 δ2 + a4

e2 = a2 log10 δ2 + a5

e3 = a3 log10 δ2 + a6  
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 מערכות מרובות קצבים    . 6
 )דצימציה ושימושיהם, אינטרפולציה(  

 
 :מקורות ספרות

 1.  R.E. Crohiere & L.R. Rabiner, 
  "Interpolation and Decimation of signals - A Tutorial 
    Review", Proc. IEEE, March 1981, pp. 300-331 

2.  R.E. Crohiere & L.R. Rabiner, Multirate Digital Signal          
Processing, Prentice Hall, NJ, 1983 

 :מושיםיש
 Sample Rate Conversion -נוי קצב דגימה יש •       
  TDM    →  FDM:  מערכות תקשורת •       
 )FIR(מסננים צרי סרט  •       
  מערכי מסננים לאנליזה ספקטרלית ולמערכות  •       

 סינטזה/אנליזה                  
 

 M  Decimation:1  דצימציה. א
 

x נתונה סדרה  n( ){ יה יוהתמרת פור ,Z  ,X(z) בעלת התמרת{

  X e jθ( ) ≡ X θ(   :M:1ביחס ) דצימציה(לול ימבצעים ד. (
 y m( ) = x mM( )  

  x n( )
  ↓ M

  Compressor

  y m( )

Down-Sampling
 

Y   והשאלה z( ) = ?   

נגדיר

              
‡Á¯Ý

′ x n( )=∆
x n( ) n = 0, ± M, ± 2M,...
0

⎧ 
⎨ 
⎩ 

 
 ,כלומר

  

′ x n( ) = x n( ) ⋅ δ n mod M( ) = x n( ) ⋅δ n( )( )M

= x n( ) ⋅ 1
M

e
j
2 π

M
ln

l =0

M−1

∑
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭  

אחרת
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      :ולכן

  y m( ) = ′ x mM( ) 
   :ומכאן

 

                              
 :M=2עבור , למשל

                                           
Y z( ) =

1
2

X z
1

2( )+ X −z
1

2( )[ ]
 

:או

                  
Y z( )

z=e j ′ θ = Y ′ θ ( ) =
1
2

X
′ θ 

2
⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ + X

′ θ 
2

− π⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 

 
 

Y  :  מון אנו משתמשים בי לנוחיות הס:הערה e j ′ θ ( ) ≡ Y ′ θ ( ) 
 :ובמקרה הכללי

                            
Y z( )

z=e jθ ' = Y ′ θ ( ) =
1
M

X
′ θ − 2πl

M
⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

l = 0

M −1

∑
 

 
 ":קשר לרצף"מה

                       ′ T = MT ⇒ ′ θ = MωT = Mθ           

θ = ωT
′ θ = ω ′ T  

 :M=4נדגים עבור 

  

Y z( ) = ′ x mM( )z− m

m =− ∞

∞

∑ = ′ x m( )z −m M

m =− ∞

∞

∑

= x m( )
1
M

e
j
2π
M

lm

l = 0

M −1

∑
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

z− m M

m= −∞

∞

∑

= 1
M

x m( )
m = −∞

∞

∑ e
j
2π

M
l m

z− m M

l= 0

M −1

∑

= 1
M

x m( )
m = −∞

∞

∑ e
− j

2π

M
l
z1 M⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

l= 0

M −1

∑
−m

  
Y z( ) =

1
M

X(e
− j

2πl
M z1 M )

l =0

M−1

∑
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  X θ( )

  1

  0  −π 4   π 4   π 2   π   3π 2   2π   θ

  π T  0   2π T
  ω = θ T

 
 

 

  0   π   2π

  π T  0   2π T
  4π   6π   8π

  Y ′ θ ( )

  1 4

Î×Ó×ÝÓ×ÈÌ 
††©‡È„‡ÏÈ®LPF·†

ÏÙ¾È†‰„ÏÂÏ

  ′ θ = Mθ

  ω = ′ θ ′ T 

 
 

 
פקטרום והקטנת מידת הפגיעה בס) aliasing(פול ילמניעת שגיאת ק

 באופן LPמשתמשים במערכת דצימציה הכוללת מסנן . לוליעקב הד
 :הבא

 כשמשתמשים
 )אידאלי (LPFב 

 לולילפני הד
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 :מערכת דצימציה
                             

  − π M   0   π M
  θ

  1
  H θ( )

 
      

  ↓ M

  Compressor  LPF

  x n( )   h n( )   w n( )
  y m( )

 
   

  

w n( ) = x n( )∗h n( ) = h k( )
k =− ∞

∞

∑ x n − k( ) ↔Z W z( ) = H z( )X z( )

y m( ) = w mM( ) = h k( )
k = −∞

∞

∑ x mM − k( )

Y z( ) = 1
M

W(e
− j2 πl

M z
1

M )
l =0

M−1

∑ = 1
M

H(e
− j2 π l

M z
1

M )
l =0

M−1

∑ X(e
− j2π l

M z
1

M )
 

 :ובתחום התדר

  ′ θ = Mθ;   
Y ′ θ ( ) =

1
M

H(
′ θ − 2πl

M
)

l =0

M−1

∑ X(
′ θ − 2πl

M
)

 
 :מסנן מעביר נמוכים אידיאליעם , ולכן

 
Hideal

LPF
θ( ) =

1 θ < π M
0 otherwise

⎧ 
⎨ 
⎩ 

 

≥ θ ′   :נקבל π               ; 

 

  
Y ′ θ ( ) =

1
M

X ′ θ 
M( )

 
 ארית ייה היא מערכת לינראוי לשים לב שמערכת הדצימצ

x  :                       כיון שתלויה בזמן n( ) ⎯ → ⎯ y m( ) 
 : אולם

           x(n – l)    ⎯→  y(m – l/M)   unless l = rM 
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 קולי מימושיש
h  מוש המסנן י למFIRאם משתמשים במסנן  n( הרי שניתן לנצל את  , (

 כלומר,  עובר דילולw(n)העובדה שמוצא המסנן 

  
y m( ) = w mM( ) = h k( )

k= 0

N −1

∑ x mM − k( ) = x k( ) h mM − k( )
k =mM −N +1

mM

∑
 

 
 . ולחשב רק את הדגמים הנדרשים במוצא

 
על גבי ) בהפוך ציר הזמן(ה לדגם יחידה הדבר מתאים להסעת התגוב

  x n(  בקונבולוציה -במקום דגם אחר דגם ( דגמים M בקפיצות של (
 :כמוצג בציור הבא,    )רגילה

 
 

       

  k

  x k( )

  k

  h mM − k( )

  k

  mM

  M

  h m +1( )M − k( )

  ⎯ → ⎯ y m( )

  ⎯ → ⎯ y m +1( )

  m + 1( )M
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 :הערה
כיון שיש לחשב כל דגם של ,  אינו מאפשר חסכון כזהIIRמוש במסנן יש

w(n)אם מפרקים את פונקצית , עם זאת.  למטרות בצוע הרקורסיה
 " :אפסים"ומסנן " קטבים"תמסורת לקסקדה של מסנן ה
 

                                    
H z( ) =

P z( )
Q z( )

=
1

Q z( )
⋅ P z( )

 
 

 אפשר לממש עם FIR שהוא מסנן P(z)" אפסים"הרי שאת מסנן ה
 .ל"חסכון בחשובים כנ

 F = 1/Tתדר הדגימה הוא ,  N הואFIR -אם אורך מסנן ה, לפיכך

 כלומר הקצב האיטי הוא (Mויחס הדצימציה הוא 
  

′ F =
F
M

=
1
′ T (  ,

 :אזי
 
R  :    החשובים הוא' מס, ללא ניצול הדצימציה  -   = NF MADS / sec 

:ניצול הדצימציה עם  - 
                       

R =
N
M

F = N ′ F MADS / sec
 

 
    MADS = Multiply & Addsכאשר    
 Nלמרות שהמסנן פועל על  ( F ′  שוב נעשה בקצב האיטי יבלנו כך שהחיק

T דגמי מקור במרוחים  = 1
F .(  ניתן להראות זאת גם מתוך דיאגרמות

 : באופן הבאFIR -מוש של מסנן הימה
 

 :מוש ישיר ללא נצול הדצימציהימ 
 

  ↓ M  w n( )
  y m( )  x n( )   1

  1

  1

  1

  h 0( )

  h 1( )

  h 2( )

  h N −1( )

  h N − 2( )

  z −1

  z −1

  z−1

 

′ F = F M                                                     F          
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 ):קומוטטיביות(נשתמש כעת באקויולנטיות הבאה 

 

  ↓ M   ↓ M  G   G
  x n( )   x n( )  y m( )   y m( )  ≡

 
 

  :המנצלת את הדצימציהונקבל את הדיאגרמה הבאה 
 

  x n( )   1

  1

  1

  1

  h 0( )

  h 1( )

  h 2( )

  h N −1( )

  h N − 2( )

  z −1

  z −1

  z −1

  ↓ M

  ↓ M

  ↓ M

  ↓ M

  ↓ M

y m( )

 
 :קצב דגימה

     ′ F = F
M                                            F 

= F ′   האיטיכלומר המסנן מופעל בקצב  F
M. 

 
-סימטרית או אנטיh(n) ( ארית י בעלי פאזה לינFIRעבור מסנני 

אנטי (י ניצול הסימטריה "ע, שובים נוספיםיניתן לחסוך ח) סימטרית
 .  כמודגם בעמוד הבא- 2בפקטור של , )סימטריה

, דובר רק על המקרה הסימטרי ולכן מLPFהוא h(n) , בשימוש כאן
) עם ניצול הדצימציה והסימטריה(שובים יכ קצב הח"במקרה כזה סה

 ): זוגי Nעבור (הוא 

R =
1

2
N F

M =
1

2
N ′ F MPS

 
 

  MPS   ≡  Multiplies/sec    ,כאשר

 
 
 )MPS מופיע כאן MADS/secבורים לא קטן ולכן במקום ימספר הח(
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  x n( )
  h 0( )

  h 1( )

  h 2( )

  h 3( )

  h N 2 −1( )

  z−1   z−1

  z−1   z−1

  z−1   z −1

  z−1   z −1

  z−1

  y n( )

 
 Modified direct form FIR filter structure for exploiting 
impulse response symmetry            11ציור( -נלקח מ ( [1]                

                   

  x n( )
  h 0( )

  h 1( )

  h 2( )

  h N 2 −1( )

  z −1   z −1

  z −1   z −1

  z −1   z −1

  z −1

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  ↓M

 

Direct form of an M to 1 decimator that exploits symmetry in 
 h(n) for even values of N )        12 ציור]1[נלקח מ             ( 
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   L:1Interpolation   אינטרפולציה. ב
 
 L:1נוי קצב ביחס יש  )1(

 :     כניסה קצב הדגימה ב
F =

1
T                                  

 :      קצב הדגימה ביציאה 
′ F =

1
′ T 

= LF
= T ′  ,   כלומר      .  T

L                  

  

 נגדיר,  F' לקצבFלשם בצוע האינטרפולציה מקצב 

 

  
w m( ) =∆

x m
L( ) m = 0 , ± L , ± 2 LK

0 otherwise

⎧ 
⎨ 
⎩  

. אפסים בין כל שני דגמים של הסדרה המקורית) L-1(מכניסים , .א.ז
 :L=3 - המצויר וx(n)עבור , למשל

                 

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-2L
-L

0 L
2L

3L 4L 5L
6L 7L

8L

  x n( )

  n

  w m( )

  m

  x n( )   w m( )
  Expander

  ↑ L

Up-Sampling 
 
 

… 

:הסימון
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 :כעת נמצא

                  :ולכן 
W z( ) =∆ w m( )

m = − ∞

∞

∑ z − m = x m( )
m = − ∞

∞

∑ z− mL = X z L( )
 

               , כאשר
W e j ′ θ ( )=∆ W ′ θ ( ) = X ′ θ ⋅ L( )

   

  
θ = ωT ; ′ θ = ω ′ T ; ′ T = T

L ⇒ ′ θ = θ
L 

  x n( )   w m( )
  Expander

  ↑ L
   

  

W z( ) = X zL( )
W e j ′ θ ( ) = X e jL ′ θ ( )=∆ X L ′ θ ( ) ; ′ θ = θ

L 
 L=3 :דוגמה

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 מסנן אינטרפולציה

LL
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 :מערכת אינטרפולציה )2(

 
y m( ) = w k( )h m − k( )

k =− ∞

∞

∑
 

  x n( )   w m( )
  ↑ L   h m( )

  LPF

 
 

G -מקדם הגבר 

           

  G

  −π L   π L   ′ θ 

  H ej ′ θ ( )

 

  :    טענה

h n( ) Ideal LPF ⇒ Y e j ′ θ ( )= GX ej ′ θ L( ) ′ θ ≤ π
L

y nL( ) = x n( ) ⇒ G = L 
 : G = Lנראה כעת כי אמנם נדרש
 : x(0)- לy(0)ס לקשר בין לשם כך מספיק להתייח

 

                    

y 0( ) = 1
2π

Y ′ θ ( )
−π

π

∫ d ′ θ 

= 1
2π

H ′ θ ( )X ′ θ L( )
−π

π

∫ d ′ θ 

= G
2π

X ′ θ L( )
−π L

π L

∫ d ′ θ =
↑

G
2π

X θ( )
− π

π

∫
dθ
L

= G
L

x 0( )

′ θ = θ L
 

y לקבלת , ולכן 0( ) = x 0(  .G = L  נדרש (
 

 מושיקולי מיש
 

 :ביציאת מערכת האינטרפולציה מתקבל

  

y m( ) = w k( )
k =− ∞

∞

∑ h m − k( )=
↑

x r( )
r =− ∞

∞

∑ h m − rL( ) ; w k( ) = 0 , k ≠ rL( )
k = rL

 
h  טוי באגף ימין אנו רואים שמשתמשים בערכי יומהב ⋅(  בקפיצות של (

L ,) לכל הזזה אךm , משתמשים בסט אחר מתוך)m(h (  ולפיכך ניתן
 :הדגמה מופיעה בציור הבא.  Lור של לחסוך חשובים בפקט
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y m( ) = w k( )

k =− ∞

∞

∑ h m − k( )
 

  w k( )

  k

  k

  k

  h m − k( )

  h m +1− k( )

  y m( )

  y m +1( )

  L = 3( )

h(N-1)

h(N-1)

m-2L

m-2L

m-L

m-L m m+1

k=m

h(0)
h(1)

h(1)

  g0 ⋅( )

  g1 ⋅( )

  k
m-L m m+L

h(0)

  g L = g0 ⋅( )   y m + L( )

  h m + L − k( )
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L במחזור m -מחזורית ב
           

y m( ) = g m n( )
n =− ∞

∞

∑ x m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

g m n( ) =∆ h nL + m ⊕ L( )
 

 . mod  מסמן פעולת⊕  כאשר 

 :תאור אנליטי

בלנו יק

                                  
y m( ) = x r( )h m − rL( )

r= −∞

∞

∑
 

:נבצע שינוי משתנים
                                    

r =
m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n

 
 .u - מסמן את המספר השלם הגדול ביותר הקטן או שוה ל[u]ר כאש

 

:כעת
                  

y m( ) = x
m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ h m −

m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ L + nL⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

n =− ∞

∞

∑
 

 

,אולם
                               

m −
m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ L = m mod L=∆ m ⊕ L

 
 

ולכן  
                       

y m( ) = h nL + m ⊕ L( )
n =− ∞

∞

∑ x
m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

 
 

:נזכיר
          

  
g m n( ) =∆ h nL + m ⊕ L( )

   
 L) במחזורm -מחזורית ב(

 

ונקבל    
       

  
y m( ) = g m n( )

n =− ∞

∞

∑ x
m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

 
 

g   -הסכום הוא סופי וכיון של , FIR הוא מסנן h(n)אם  m n(  יש מספר (
הרי שמתקבל  ) L הוא כפולה שלמה של N -בהנחה ש (Lאברים קטן פי 

 .  Lסכון האמור בחשובים בפקטור של יהח
ל נגזר גם מתוך המבנה הטופולוגי "סכון הניעל מנת להראות כיצד הח

 :"מערכות דואליות"נדון תחילה ב, )מוש מתאיםיבמ(של המסנן 
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 מערכות דואליות
 

י פעולת "ערכת נתונה מוגדרת כמערכת המתקבלת עמערכת דואלית למ
 .טרנספוזיציה

 של Signal Flow Graph (SFG)  -פעולת טרנספוזיציה מוגדר ביחס ל
 :המערכת הנתונה באופן הבא

  הפיכת תפקידי הדקי הכניסה והיציאה- 
 שלהם Transpose - הפיכת כווני ענפים והחלפת  פעולתם ב - 

 )וי  ללא שינ-הגבר והשהיות ( 
) עם כניסה אחת ויציאה אחת(נראה כעת שעבור מערכת קבועה בזמן 

פונקצית התמסורת של המערכת הדואלית זהה לזו של המערכת 
 :הנתונה

A,b,cT  י "המערכת מאופיינת ע, בייצוג על פי משתני מצב ,d{  , כלומר{
 

 

  

q n +1( ) = Aq n( ) + bx n( )

y n( ) = cT q n( ) + dx n( ) 
 
 

A י "המערכת הדואלית מאופיינת ע
T ,c,b T ,d{ }  

 
  

-כיון ש, ולכן
                

h n( ) =
d n = 0

cTAn−1 b n > 0
⎧ 
⎨ 
⎩  

 
 

 גם יחידה של המערכת הדואלית היאהתגובה לד
 

  
h dual n( ) =

d, n = 0
b T AT( )n−1

c, n > 0
⎧ 
⎨ 
⎩ 

=
d, n = 0

cTAn−1 b( )T
, n > 0

⎧ 
⎨ 
⎩ 

= h n( )
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 דוגמה
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 :המערכת הדואליתנהפוך כעת כוון המערכת וזו 

 

              

  x n( )

  y n( )
  z −1   z −1

  h 1( )  h 2( )   h 0( )

  ̃ q 2 n( )  ̃ q 1 n( )
 

 :במערכת המקורית
 

                             

q n +1( ) =
0 1
0 0

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ q n( ) +

0
1

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ x n( )

y n( ) = h 2( ) h 1( )[ ]q n( ) + h 0( )x n( ) 
 

 :במערכת הדואלית
 

                             

˜ q n +1( ) =
0 0
1 0

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ ̃  q n( ) +

h 2( )
h 1( )

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ x n( )

y n( ) = 0 1[ ]˜ q n( ) + h 0( )x n( ) 
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 נותנת Compressorאם נגדיר שפעולת טרנספוזיציה על פני 

Expander ,כלומר: 

Transpose
  ↑M  ↓ M

  F   F  ′ F = F M   ′ F = F M
 

 
ראינו (נקבל שמערכת דצימציה היא דואלית למערכת אינטרפולציה 

וכי פעולת ,  L = M זהות לשתי המערכות אםh(n)קודם שהדרישות על 
  ): h(n)טרנספוזיציה אינה משנה את התגובה 

 

Transpose

  ↓ M   ↑M  h n( )   h n( )

  Decimator M:1   Interpolator 1:M
 

 
דם שהראינו קו" חסכוני"מוש הינבצע לכן פעולת טרנספוזיציה על המ
שובים ימוש אשר בה מבוצעים החילגבי הדצימטור ונקבל דיאגרמת מ

כמודגם בציור , )קצב הכניסה, עבור אינטרפולטור,שהוא (בקצב האיטי 
 .שבעמוד הבא

 
 - אם מסנן ה2שובים בפקטור נוסף של יגם במקרה זה ניתן לחסוך ח

FIR עם ניצול (כ קצב החישובים "וסה) אריתיפזה לינ( הוא סימטרי
 ): זוגיNעבור (הוא ) טרפולציה והסימטריההאינ

 

                         F -קצב כניסה 
R =

1
2

N ′ F 
L

=
1
2

NF MPS / sec
 

= F ′  -קצב יציאה  F ⋅ L 
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 17.6  -' עמ

 
 
 

  x n( )  h 0( )

  h 1( )

  h 2( )

  h 3( )

  z −1

  z−1

  z −1

  z −1

  y n( )

h(N-1)

INPUTOUTPUT

 
 
 

Transposed direct form structure for an FIR filter. 
 )7ציור  , ]1[נלקח מ (
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 18.6  -' עמ

 
 

  x n( )

  h 0( )

  h 1( )

  h 2( )

  z−1

  z−1

  z−1h(N-1)

  y m( )

  h m( )  ↑ L
  F   LF   LF

  a( )

  x n( )
  ↑ L

  F   LF

  y m( )

  LF

  b( )

  h 0( )  x n( )
  ↑ L

  y m( )

  h 1( )

  h 2( )

h(N-1)

  F

  ↑ L

  ↑ L

  ↑ L
  F   LF

  c( )

  z−1

  z−1

  z−1

 

 
Steps in  the generation of an efficient structure of a 1 to L interpolator.    

 )13ציור  , ]1[נלקח מ (
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   לדצימציה ואינטרפולציה Polyphaseמסנני 
  

1 בלנו עבור מערכת אינטרפולציה יק : L( ):  
 

                                       
y m( ) = g m n( )

n =− ∞

∞

∑ x
m
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

 
g  :                                    כאשר m n( ) = h nL + m ⊕ L( ) 

g  -ו m n(  )nלכל  (L במחזור m -דרה מחזורית ב היא ס(
  :h(n) -ים בזמן הנגזרים מ מסננים קבועLנגדיר 

 

                pρ n( ) = h nL + ρ( ) ; ρ = 0,1,K , L −1, ∀n 
:כלומר

                     
pρ n( ) = gρ n( ) ; ρ = 0,1,..., L − 1

 

 .Polyphaseמסנני מסננים אלו קרויים  
 :לדוגמה

 
 

 !):הוכח  (Poly-phaseתגובת התדר של מסנני 
 

        
Pρ z( ) = pρ n( )z− n

n= −∞

∞

∑
z=ejθ'

=
1
L l= 0

L −1

∑ e
j ′ θ −2πl( )ρLH e

j ′ θ −2πl( )
L⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

 
ρ= 0,1,…,L - 1 

 הוא מסנן Pρ   מתקבל ש אידיאלי שהוא מסנן מעביר נמוכים Hעבור 

All-pass ,פוע של  יארית בשיעם פזה לינ  
ρ

Lכמודגם בציור הבא  : 

...,
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  K  K

  K  K

  − π
L   π

L   π

  π

  2π

  2πL  − π

0

0

(ideal LPF)

(All-pass)

Pρ e j ′ θ ( )

′ θ = Lθ

θ

H e jθ
( )

 
Pρ  ארית למרות שהסדרה יהפזה לינ: שים לב n(  אינה סימטרית (

Pρ כיון ש מהדבר אפשרי ). כ"בד( n( - נובעת מ- אינסופי בעלת משך (

h(n)  של מסנן LPאידיאלי. 

                  

×ÙÂÚ  
ρ

L

  ′ θ   π
  − π

  Pρ ej ′ θ ( )

0

  
πρ

L

 
 

:בקשרשימוש  

                             
H z( ) = z − ρPρ

ρ = 0

L − 1

∑ zL( )
 

:ובע מתוךהנ 
         

˜ P ρ z( ) =∆ Pρ z L( ) → h n( ) = ˜ p ρ
ρ= 0

L −1

∑ n − ρ( )
 

 
 :י הדיאגרמה הבאה" עמערכת אינטרפולציהמאפשר להציג 

 
 )הוכח זאת לעצמך(

פועיש

... 

... ... 

... 
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  ↑ L

  ↑ L

  ↑ L

  ↑ L

  y 0 n( )

  y1 n( )

  y 2 n( )

  y L −1 n( )

  z −1

  z −1

  z −1

  x n( )   y m( )

  F   LF

  p0 n( )

  p1 n( )

  p2 n( )

  pL −1 n( )
 

 

ρ = 0,1,…,L - 1  ;   
yρ n( )=∆ y nL +ρ( ) ,   

pρ n( )=∆ h nL + ρ( ) 

 
את הדיאגרמה האחרונה ניתן לממש בעזרת מפסק סיבובי 

)commutator (באופן הבא: 
 

  x n( )

  F   F   LF

  y 0 n( )

  y1 n( )

  y 2 n( )

  y L −1 n( )
  yρ n( ) = y nL +ρ( )

  y m( )

  m = 0

  p0 n( )

  p1 n( )

  p2 n( )

  pL −1 n( )

 

 
 

 .Polyphaseביציאת מסנני ה " Hold" הנח קיום הערה
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 22.6  -' עמ

מוש לעיל נותנת את יה על שתי דיאגרמות המפעולת טרנספוזיצי
 :מערכות הדצימציה הבאה

  z −1

  z −1

  z −1

  F

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  ↓M

  x 0 n( )

  x1 n( )

  x 2 n( )

  x M−1 n( )

  x m( )   y n( )

  F M  F M

  xρ n( ) = x nM −ρ( )

  p0 n( )

  p1 n( )

  p2 n( )

pM−1 n( )

 

 

  F

  x 0 n( )

  x1 n( )

  x 2 n( )

  x M−1 n( )

  x m( )

  y n( )

  F M  F M

  m
= 0

  p0 n( )

  p1 n( )

  p2 n( )

pM−1 n( )

 
 
 .Polyphaseבכניסת מסנני ה " Hold" הנח קיום הערה

 
בלנו יאת הדיאגרמה האחרונה ניתן גם למצוא מהביטוי האנליטי שק

 ):n - בmבהחלפת (קודם 
 

                                         
y n( ) = h k( )

k =− ∞

∞

∑ x nM − k( )
 

k                                                        נציג          = rM + ρ 

                          ρ = 0,1,2,K ,M −1 ; r = 0,±1,±2,K … …
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אזי 
                    

y n( ) = h rM +ρ( )
r =− ∞

∞

∑
ρ= 0

M −1

∑ x n − r( )M − ρ( )
 

                                       
= pρ r( )

r = −∞

∞

∑
ρ =0

M−1

∑ xρ n − r( )
 

כאשר               
                            

xρ n( )=∆ x nM −ρ( )
 

x : הדגמת המפסק הסיבובי( M−1 1( ) = x 1( )  ;  x 0 0( ) = x 0( )(  

,כלומר
                                   

y n( ) = p ρ n( )∗ x ρ n( )( )
ρ = 0

M −1

∑
 

 .ליכמתואר בציור לע
וון יעם כ ניתן להגיע לדיאגרמה עם מפסק סיבובי המסתובב :הערה
 : כאשר משתמשים בהגדרות הבאותהשעון

                       p ρ n( ) = h nM − ρ( )  
;

   x ρ n( ) = x nM + ρ( ) 
 

z   יופיעו אז אלמנטים 6.22בדיאגרמה שבתחילת עמוד  +1
z   במקום −1

 
 )3פרק  (Crochiere & Rabinerראה פרוט הנושא בספר ). השהיה(
  

 

 M/L שנוי קצב דגימה ביחס רציונלי               

 
 

 : שלמים ניתן עקרונית להשתמש בסכמה הבאהL,Mכיון ש 

  ↑ L  x n( )   w k( )
  LPF1

  h1 k( )

  s k( )
  h 2 k( )

  LPF2
  r k( )

  ↓ M
  y m( )

  1:L   M:1ÓÚß†‡È¾Ë¯ÙÂÏˆÈ‰ ÓÚß†„ˆÈÓˆÈ‰

  F = 1
T   ′ ′ F = LF   ′ ′ F = LF

  
′ F =

L
M

F
 

 

 
ניתן לאחדם למסנן אחד )  F ′ ′  (כיון ששני המסננים פועלים באותו קצב 

 :אשר הספציפיקציה שלו היא

 

  
H ej ′ ′ θ ( )= L ′ ′ θ ≤ Min

π
L

,
π
M

⎧ ⎨ ⎩ 
⎫ ⎬ ⎭ 

0 otherwise

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
; ′ ′ θ ≤ π

 

 M:1 דצימציה' מע L:1 אינטרפולציה'      מע
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 :והדיאגרמה היא לכן
 

  ↑ L  x n( )   w k( )   y m( )

  ′ ′ F = LF   ′ ′ F = LF
  

′ F =
L
M

F

  ↓ M

  F

  LPF
  h k( )

  v k( )

 
 : y(m)טוי אנליטי לחישובינציג כעת ב
v  ין הקשר ב k( x  ל ( r( אינטרפולציה ' טוי שקבלנו עבור מעי נתון מתוך הב(

 :י"ע

                                               
v k( ) = x r( )

r= −∞

∞

∑ h k − rL( )
 

ולכן            
              

y m( ) = v mM( ) = x r( )
r= −∞

∞

∑ h mM − rL( )
 

:נבצע חלוף משתנים
                                   

r =
mM

L
⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n

 

:ונקבל
      

 

  
y m( ) = h mM −

mM
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ L + nL

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ x

mM
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

n= −∞

∞

∑
 

              ומתוך                       
mM −

mM
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ L = mM ⊕

Mod
L

 

             :מתקבל

 

  
y m( ) = h nL + mM ⊕ L( )x mM

L
⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

n= − ∞

∞

∑
 

ואם נגדיר
           

  
g m n( ) =∆ h nL + mM ⊕ L( ) ∀m,∀n

 
 :הצורה הכלליתנקבל את 

 

y m( ) = gm n( )x
mM

L
⎢ 
⎣ 

⎥ 
⎦ − n⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ 

n= −∞

∞

∑
 

  מערכת אינטרפולציהתוצאה זו כוללת את המקרים הפרטיים של 
M י הצגת "ע( = 1:( 

    
y m( ) = gm n( )

n= −∞

∞

∑ x
m

L
⎢ 
⎣ 

⎥ 
⎦ − n⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ ; g m n( ) = h nL + m ⊕ L( )

 
 

 ): L = 1בהצגת (מערכת דצימציהוכן , שכבר ראינו קודם
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 25.6  -' עמ

         
y m( ) = g m n( )

n =− ∞

∞

∑ x mM − n( ) ; gm n( ) = h n( ) ∀m
 

        :בר קבלנו קודםכפי שכ, כלומר
y m( ) = h n( )

n =− ∞

∞

∑ x mM − n( )
 

 
 : נקבל כאןבתחום התדר

  L:1 ביחס x(n)אינטרפולציה של 
 

  V e jθ"
= H e jθ"

X e jθ" L( ) ( ) ( )
 

  M:1 ביחס v(k)דצימציה של 
 

  
Y e jθ '( )= 1

M
V e

j θ '− 2 π l( M⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

l = 0

M − 1

∑ )
 

                 

 

  
=

1
M

H e
j θ'−2 πl( M⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

l = 0

M −1

∑ X e
j θ' L−2π l( M⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ ))

 
 

 : אידיאלי מתקבלLPF הוא Hובהנחה שהמסנן 
 

 

  
Y e jθ '( ) =

L
M

X e jθ ' L M( ) θ ' ≤ Min π ,
πM
L

⎧ ⎨ ⎩ 
⎫ ⎬ ⎭ 

0 otherwise

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
; θ ' ≤ π

 
 

:כאשר קיים
                           

′ ′ θ = θ L ; θ'= Mθ" =
M
L

θ
 

 : מקייםHוהמסנן 

"θ      בתחום ≤ π
      

 

H e jθ"( )= L θ" ≤ Min
π
M

,
π
L

⎧ ⎨ ⎩ 
⎫ ⎬ ⎭ 

0 otherwise

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
;

 

 
 : היעילמושית המיבבעינדון כעת בקצרה 

שילוב : ניצול הדצימציה והאינטרפולציה אפשרי בצורה שהראינו קודם
 , Lסכון בחישובים הוא בפקטור של יואז הח, Expander -המסנן עם ה

אי אך ). פים הגדול משניהםוברור שמעדי (Mי שילוב המסנן עם "או ע
 .ל גם את האינטרפולציה וגם את הדצימציה"אפשר לנצל בצורה הנ

-ל( באותו היחס M - וLראוי לשים לב שלכאורה ניתן להגדיל את 
 ′ L ,  ′ M  ,חסכון רב יותר בחישובים , למראית עין, ולקבל כך) בהתאמה
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 26.6  -' עמ

L היחס( M = ′ L ′ M פור הוא בעצם ביחס למערכת יהש, אולם).  נשמר
שוב גדולים ממה שניתן להשיג גם בלי ניצול י קצבי חלא יעילה עם

הגדלה של יחס , כיון שהמסננים בעלי משך סופי, כמו כן. נוי הקצביש
הדצימציה או האינטרפולציה כרוכה בהגדלת מספר המקדמים הנדרש 

Nכיון שרחב סרט (,  לקבלת אותם ביצועי מסנןH  הוא כעת 

  
Min

π
′ M ,

π
′ L 

⎧ ⎨ ⎩ 
 .דברולכן אין תועלת ב)  בהתאםF∆   ויש לשנות  ⎭ ⎬ ⎫

י "קיימת עם זאת דרך לנצל את האינטרפולציה והדצימציה גם יחד ע
 :י הגישה הבאה"בצוע הפעולות בבלוקים עפ

 
 : Lנניח שאורך המסנן הוא כפולה שלמה של

 Qשלם ,N = QL  
m  אזי לסט        = 0,1,K ,L −1 , g m n(  Q  יש בדיוק ,  (

 .מקדמים
g   כיון ש  m n(  :L  במחזור m - מחזורית ב(

  g m n( ) = g m+ rL n( ) , r = 0,±1,±2,K 
 

:נוכל לרשום
            

  
y m( ) = gm ⊕L

n =0

Q −1

∑ n( )x
mM
L

⎢ 
⎣ ⎢ 

⎥ 
⎦ ⎥ − n⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

 
 

על איברים מתאימים ( פעולות כפל Q יש לבצע mלכל ערך של , לכן
. א.ז,  חשובים Q = N/L יש דגם יציאהלכל , לפיכך). מסדרת הכניסה

 :קצב החשובים הוא
 

                        

N
L

′ F =
N
L

⋅
L
M

F =
N
M

F MADS sec[ ]
 

N     לעומת            ′ ′ F = NLF MADS sec[ ]  
סכון הוא בפקטור יהחכלומר . דצימציה/כשאין מנצלים האינטרפולציה

  L ⋅ M. 
 

מושה בבלוקים מוצגות יל ומ"המתארות את הגישה הנדיאגרמות 
וכן בספר ) 311-312' עמ ([1]בעמוד הבא ומוסברות במפורט במאמר 

 ) .3פרק  (Crochiere & Rabinerשל 
 

…

…
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 27.6  -' עמ

 :M/Lנוי קצב ביחס יש
DIGITAL HOLD 
AND SAMPLE

  
X

mM

L
⎢ 
⎣ 

⎥ 
⎦ 

⎛ 
⎝ 

⎞ 
⎠ 

  
X

mM

L
⎢ 
⎣ 

⎥ 
⎦ − 1⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ 

  
X

mM

L
⎢ 
⎣ 

⎥ 
⎦ − 2⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ 

  
X

mM

L
⎢ 
⎣ 

⎥ 
⎦ − Q + 1⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ 

  g m⊕L 2( )

  g m⊕L 1( )

  g m⊕L 0( )

  x n( )   y m( )

  M L

  M L

  M L

  M L   M L( )F  F

  z −1

  z −1

  z −1

  g m⊕L Q −1( )

 
 נקודות L נקודות כניסה מחושבות Mלכל  (מוש בבלוקיםידיאגרמת מ

 ):יציאה

INPUT BUFFER 
(M SAMPLES)

STATE-VARIABLE 
BUFFER 

(Q SAMPLES)

Q Q Q Q

M L

  1

Q

∑
OUTPUT BUFFER 
(L SAMPLES)

  
1 2 4 3 4 

  
1 2 4 3 4 

  
1 2 4 3 4 

  g0 ′ n ( )   g1 ′ n ( )   gL−1 ′ n ( )

COEFFICIENT STORAGE 
(L SETS OF Q SAMPLES EACH)

 
גרמה זו ניתן למצוא בספר התכניות י דיא"תכנית מחשב הפועלת עפ

 .IEEEלעבוד אותות של 
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  תכן מסנני דצימציה ואינטרפולציה
  

.I דצימציה  

:קצבי דגימה
  

  F   F   F M

  h n( )   ↓ M   y m( )  x n( )

  
  :ספציפיקציות המסנן

           

  ~  ~

  0

  H

  1+ δ p

  1
  1− δ p

  θp   
π

M   π
  θ

  Fp  0   FS   
F

2

  δs

  ∆F

  f Hz[ ]
  

  :שיטות תכן
  

:שיטת החלון. א

         

 

  δ = Min δp ,δ s( ) ; Fc =∆
Fp + Fs

2  
  :Min-Maxבמובן ) Equiripple: (מסנן אופטימלי. ב
   

:Nערוך ערכו של יש
       

 

  
ˆ N =

D∞ δp ,δs( )
∆F F

; N = ˆ N ⎡ ⎤
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  נוסחה Crochiere & Rabiner ,[1]מון כאן הותאם למאמר של יהס(
)120.( (  
  

  :דוגמה

                     
ˆ N =

D∞ 0.01 , 0.001( )
20 10000

=
2.54

0.002
= 1270

©Ó‰Ë·Ï‰†·ÒÂÛ

  
                        ⇒ N = 1270 TAPS  

                           

  H

  80   100   200

  Fp
  
Fs = F

2M   F M
  0

˜ˆ·†ÈˆÈ‡‰

120
f Hz[ ]

∆F = 20Hz
  

  
R =

1
2

NF0 M =
1
2

1270 ⋅104 50 = 12.7 ⋅104 MPS[ ]

ÈÓË¯È‰·‰¾ÁÝ†Ò

  
  .)דגם כניסה מכפלות ל12.7או (
  

  : הערה
פול ילעיתים משתמשים בצורת חישוב מעט שונה  לפיה מרשים ק

כמתואר בציור ) transition(יה בתוך תחום המעבר לאחר הדצימצ
  :הבא

)מהטבלה בסוף(  

 קצב יציאה

  

F = F0 = 10k Hz ; M = 50 ⇒ F0 M = 200 Hz

δ p = 0.01 ; δs = 0.001

 בהנחת סימטריה



מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת,     הטכניון  )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-בוד ספרתי של אותות  יע  
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  H

  80   100   200  0   120
  f Hz[ ]

  ∆F = 40Hz
  

 שובים וכן בגודל הזיכרון הנדרש לאגירת המקדמיםיכדי לחסוך בח
דוגמה הבאה עם י ה"עמשתמשים בקסקדה של מספר דרגות כמודגם 

M :שתי דרגות = M 1 ⋅ M 2  
  

  x n( )
  h1   ↓ M1   h 2   ↓ M2

  y m( )

  F0   F1 = F0 M1   F2 = F1 M2 = F0 M
  

M1  ) בשלב זה שרירותית( נבחר :דרגה ראשונה) א( = 25  

  ~   ~

100 200 300 400 10000800

  F1 = F0 M1  F1 − Fs  F1 2  Fs  Fp   F0

  H1

  ∆F1 = 220Hz

˜ˆ·†„‚ÈÓ‰ 
·ÈˆÈ‡Ý†‰„¯‚‰

˜ˆ·†„‚ÈÓ‰
† 

·Î¾ÈÒ‰

  f H
z

[ ]
320

  

 ∆ F1 = F1 − Fs − F p( )  

  קצב דגימה
 ביציאת הדרגה

 
  קצב דגימה
 בכניסה
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ˆ N 1 =

D ∞ δ p 2,δ s( )
∆F1 F0

=
2.76
0.022

= 125.5 ⇒ N 1 = 126 TAPS
  

  
δp1 :  שים לב = δp 2  

  
R1 =

1
2

N1 F0 M1 =
1
2

N1F1 =
1
2

126 ⋅400 = 2.52 ⋅104 MPS[ ]
  

  
80  פול לתוך התחום יאם נרשה ק: הערה − 100Hz נקבל 

 ∆F1 = F1 − Fp − Fp = F1 − 2Fp = 240Hzומספר המקדמים אז -   N1 = 115:  

                           
R1 =

N1 −1
2

+1
⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ F1 =

N1

2
⎡ 
⎢ ⎢ 

⎤ 
⎥ ⎥ F1 = 2.32 ⋅104 MPS[ ]

  
  
M : דרגה שניה.) ב( 2 = 2  

  Fp

  ~   ~

0 80 100 200 400

˜ˆ· 
Î¾ÈÒ‰

˜ˆ·†ÈˆÈ‡‰

  F1  F2

  ∆F2 = 20Hz

  Fs = F2
2

  H2

120
f Hz[ ]

  

  
 

  
ˆ N 2 =

D ∞ δ p 2 , δ s
∆F2 F1

=
2 .76
0 . 05

= 55 . 2 ⇒ N 2 = 56 TAPS
( )

  
δp2 : שים לב = δp 2  

  

קצב יציאה 

 
 קצב כניסה
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  32.6  - ' עמ

  
  

  
R2 =

1
2

N2 ⋅F1 M2 =
1
2

N2 ⋅ F0 M =
1
2

N2 ⋅ F2 =
1
2

56 ⋅ 200 = 0.56 ⋅104 MPS[ ]
  

  :ומכאן 

): בהנחת סימטריה(כ דרישות זיכרון "סה
 

  N T = N1 + N 2( ) 2 = 91  

  : כ קצב חישובים"סה
RT = R1 + R2 = 3.08⋅104 MPS[ ]  

  

 במקום 91(סכון ניכר בדרישות הזיכרון ילנו כך עם שתי דרגות חביק

 לעומת -בקצב החשובים ) 12.7/3.08 (4וחסכון של למעלה מפי ) 1270/2

  .מוש בדרגה אחתיהש

  :פול בתחום המעבר מתקבליאם מרשים ק:    הערה

    

  

N 2 = 28 TAPS

R 2 = 0.28 ⋅104 MPS[ ]

⎧ 
⎨ 
⎩   

  ולכן

  

N T = 28 +115( ) 2⎡ ⎤ = 72

R T = R 1 + R 2 = 2.6 ⋅104 MPS[ ]

  
  
 324' ראה גם עמ( דרגות J -ל ניתן לבצע דצימציה ב"קרון הניי הע"עפ

  :כמפורט להלן) Crochiere & Rabiner [1]במאמר  של 
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 מערכת דצימציה מרובת דרגות:

  

  x n( )
  h1 n( )   ↓M2

STAGE 1 STAGE 2 STAGE J

  y m( )
  ↓M1

  F0   F1   F2

STAGE 1

  Fp   Fs   F1 −Fs   F0 2
  f

  0

  Fp

  Fp

  Fs   F2   F1 2

STAGE 2

STAGE J

  H1

  H2

  HJ

  h2 n( )   hJ n( )

  FJ =F0 M

˜ÙÂÏ

  ~  ~
  F1 −Fp   F1

  ~  ~   f

  ~  ~   f

  ∆F2

  Fs =FJ 2   FJ   FJ−1 2

  F2 −Fs

↓MJ

 
  

 פוליק
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  :מהציור לעיל ומהדוגמה שראינו לעיל עם שתי דרגות אנו מקבלים

  

M = M j
j=1

J

∏

Fj =
Fj−1

M j

; j = 1,2,K , J
  

  :                    ביציאת הדרגה האחרונה, וכמובן
FJ =

F0

M  
  

  :ית-j -התכונות של הדרגה ה 
Passband(                  : 0( תחום ההעברה -  ≤ f ≤ Fp  
Stopband         :(  Fj(חות י תחום הנ-  − Fs ≤ f ≤ Fj−1 / 2  

FJ בדרגה האחרונה :  שים לב  ( = 2Fs ולכן תחום הנחות 
Fs :הוא ≤ f ≤ FJ−1 / 2(  

transition band     :(  ∆F( תחום המעבר -  = Fj − Fs − Fp  

  :ית הוא-j ערוך למספר המקדמים הנדרש בדרגה ה יש,   מכאן
  

               

ˆ N j =
D∞

δ p

J
,δs

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

∆Fj Fj−1

=
D∞

δ p

J
,δs

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ Fj−1

Fj − Fs − Fp

⇒ Nj = ˆ N j⎡ ⎤
  

  

      :שים לב 
 

δ p j
=

δ p

J  
  

  )  סימטריFIRבהנחת מסנן (ית -j ה שובים בדרגה יומספר הח
           

                                
R j =

1
2

N j Fj−1 M j =
1
2

Nj
⎡ 
⎢ ⎢ 

⎤ 
⎥ ⎥ Fj MPS[ ]

  
   :                         כ דרישות הזיכרון"סה, ולכן 

  
NT =

N j

2
⎡ 
⎢ ⎢ 

⎤ 
⎥ ⎥ 

j=1

J

∑
  

      :                        שוביםיכ קצב הח"סהו

  
RT = Rj

j=1

J

∑ MPS[ ]
  

…
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  :הערות
  
נקבל ,  כפי שהודגם קודם, פול בתחום המעבריאם מרשים ק. 1

  :ית -j של הדרגה ה התכונות הבאות
  
0  :                   תחום ההעברה- ≤ f ≤ Fp  
Fj  :         חותי תחום הנ- − Fp ≤ f ≤ Fj−1 2  

Fj∆  :         תחום המעבר- = Fj − 2Fp)   כאן לכן :  Fs = FJ − Fp(  
  

  :ומכאן
 

  
ˆ N j =

D∞

δ p

J
,δs

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ Fj−1

Fj − 2Fp

⇒ Nj = ˆ N j⎡ ⎤
  

  

                                                
R j =

1
2

N j
⎡ 
⎢ ⎢ 

⎤ 
⎥ ⎥ Fj MPS[ ]

  
  

M  וע את ערכי טרם טפלנו בבעיה כיצד לקב. 2 j)  כך ש
  

M j = M
j=1

J

∏.(   

  .זאת נעשה בהמשך
  
  

.II אינטרפולציה  
  

  אין צורך למעשה לחזור על הגישות השונות שהצגנו לעיל עבור 

 היא שמערכת אינטרפולציהכיון שניתן להשתמש בתכונה , דצימציה

 ולבצע פעולת טרנספורמציה על מבנה ואלית למערכת דצימציהד

הדבר מודגם , ינטרפולציהמערכת הדצימציה לקבלת מערכת הא

  :מערכת אינטרפולציה מרובת דרגותלהלן לקבלת 
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  y m( )  x n( )

STAGE 1STAGE J-1STAGE J

  FJ−1   FJ−2  FJ   F0

  ↑LJ

  

↑LJ−1   ↑L1  hJ mJ( )   hJ−1 mJ−1( )   h1 m( )

  
  
  

  

  ~  ~

  F1  Fp   Fs   F1 − Fs   F0 2
  f

  0

  Fp

  Fp

  Fs

  f

  f

STAGE J-1

STAGE J  HJ

  HJ−1

  H1

  Fs = FJ 2   FJ

  FJ−1 − Fs   FJ−1

  
  
כאן כמובן קיים . פוך סדר הדרגות ביחס למערכת דצימציהי להשים לב

  
L j = L

j=1

J

∏
.  

M נעבור כעת לדון בקביעת ערכי  j )  או L j (בגלל . האופטימליים

  :ית הדצימציהינמשיך לטפל בבע, הדואליות
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III. אינטרפולציה(ית של יחסי הדצימציה בחירה אופטימל (  

M בחירת ערכי .  א j שובי למינימיזציה של קצב הח  

  :RT לקבלת מינימום של 

                                  
RT =∆ Rj ;

j=1

J

∑ Rj =
1
2

NjFj

  
  :נציג

                            
N j =

D∞

δ p

j
,δ s

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ Fj −1

Fj − Fs − Fp

; j = 1,2,K , J
  

  
  :וכן נשתמש בקשרים

  

           
M = M j ; Fj =

Fj−1

M j

; FJ = F0
M

j=1

J

∏ ; Fs = FJ
2

  
  

  :טוי מהצורהיונקבל ב

                                  
RT =

1
2

D∞

δ p

J
,δs

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ F0 ⋅ S MPS[ ]

  
  אשר כ

                    

S = S ∆f,M,J;M1 ,M2 ,K ,M J−1( ) =

= 2

∆f M j
j=1

J−1

∏
+

M j

Ml
l=1

j

∏⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 1− 2 − ∆f

2M
M l

l =1

j

∏⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ j=1

J−1

∑

  
  

  ומגדירים

)shape factor                    (

 

  
∆f =∆

Fs − Fp

Fs  
  

J עבור : שים לב =  מתקבל 1
 
S =

2
∆f

  ).Mאינו תלוי ב  (

J בעוד שעבור  = ית המינימיזציה יניתן לפתור את בע) שתי דרגות (2
J הרי שעבור , באופן אנליטי >  נאלצים להשתמש באופטימיזציה 2

J  נציג תחילה את  הפתרון האנליטי עבור . עזרת מחשבנומרית ב = 2:  

…

…
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J (יחסי דצימציה אופטימליים עבור שתי דרגות  = 2(:  

הפתרון מתקבל מתוך 
 

∂RT

∂M1

= , כלומר (0

  

∂S
∂M1

= 0(  

M מוש ב יוש = M1M2  

  :התוצאה המתקבלת מהביטוי לעיל
  

       

M1 opt = 2M
1− M∆f 2 − ∆f( )

2 − ∆f M +1( )
M 2 opt = M M1opt    

  :הערה
  טוים אלו את הנתונים של הדוגמה שהצגנו לעיליאם נציג בב

 

  ,כלומר

  
M = 50 , ∆f =

100 − 80
100

= 0.2
  

  
  :נקבל

   M1 opt = 16.55⎤ = 17⎡  
  

 הרי שזו בחירה בלתי אם דורשים יחסי דצימציה שלמים, אולם

M (אפשרית  2 opt = 50 ויש לבחון אפשרויות קרובות )  איננו שלם17

M1  בדוגמה בחרנו , למשל. לאופטימום המקיימות התנאי = 25 , 

  M2 = M1  אך ניתן היה גם לבחור 2 = 10,   M 2 = ויש לבדוק  איזה , 5

  .משתי בחירות אלו עדיפה

M1 ם לבחור ניתן ג, עקרונית = 17,   M2 = 50 אך אז נדרש לממש . 17

= L ′ M ′  יה כיחידה המשנה קצב ביחס יאת הדרגה השנ 17 , כלומר (50

= L ′ אינטרפרלציה   = M ′   ואחריה דצימציה ביחס 17 מעדיפים ).  50

מוש היעיל של דרגה כזו מסובך יותר יכ לא לעשות זאת כיון שהמ"בד

 אינו רגיש כל כך לבחירות שונות של RT והתועלת אינה רבה כיון ש 

M  ערכי  jלאופטימום קרוב .  

J=2 

  למינימום
.שוביקצב ח
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M בחירת ערכי . ב jלמינימיזציה של דרישות הזכרון   

   סימטריים וניצול הסימטריה נגדיר FIRבהנחת מסנני 

 
NT =∆

1
2

Nj
j=1

J

∑
  

N -טוי לימוש בביש j  נותן , 6.37 שבעמוד:  
  

                                         
NT =

1
2

D∞

δ p

J
,δs

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

Fj−1

Fj − Fs − Fpj=1

J

∑
  

  
  :נקבל כאן, מוש בקשרים שהראינו קודםיש, ושוב

  

                                                         
NT =

1
2

D∞

δ p

J
,δs

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ T

  
  כאשר

  

T = T ∆f,M,J;M1 ,M2 ,K ,M J−1( ) =

=
2M

∆f M j
j=1

J−1

∏
+

M j

1− 2 − ∆f
2M

Ml
l =1

j

∏j=1

J−1

∑ ; ∆f =∆
Fs − Fp

Fs

  

:  מתקבלJ=1   עבור :שים לב
 

T =
2M
∆f

.  

ית המינימיזציה באופן י ניתן לפתור את בעJ=2,עבור , כמקודם
  :מתוך, אנליטי

  

∂NT

∂M1

= 0 ; M2 = M M1

  
  ומקבלים

         J = 2                   

M1 opt = 2M
2 − ∆f( ) + 2M∆f

M 2 opt = M
M1 opt     

  למינימום זיכרון

  
f∆ (ל "ועבור הדוגמה הנ = 0.2 , M = M1   מתקבל ) 50 opt = 15.94⎡ ⎤ = 16.  

M לוץ על ערכי יאם קיים א, שוב j שלמים יש לבחון האפשרויות 

 10 × 5 , 25×   . כמקודם2
  

…
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J    דרגותJיחסי דצימציה אופטימליים עבור  > 2( )  

J עבור  , כאמור >  ]1[במאמר .   משתמשים  באופטימיזציה נומרית2

) 214-215' עמ (]Crochiere & Rabiner ]2ובספר של ) 327' עמ(

עותק של  עקומי  . f∆  מצויים עקומי תכנון עבור מספר ערכים של 

עותק של עקומי .  נתון בעמוד הבא]1[התכנון  המופיעים  במאמר  

מצורף בעמוד שלאחריו , ממאמר מוקדם יותר, תכנון נוספים

, J - ו M משמשים במקום K - וDכאשר , הסימונים שונים מעט(

  ).בהתאמה
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  הערות

 של  מינימיזציה-עקומי התכן מתאימים למעשה לשני המקרים   )1

 RT ומינימיזציה של  NT , כיון שההבדל בין ערכי  M j המתקבלים 
M ובמיוחד כשמאלצים ערכי (קטנים  j שלמים .(  

  

רואים כי , ים שונים-Jעבור . M כפונקציה של Sמתוך הגרף של   )2
במקום (שובים מתקבל מהמעבר לשתי דרגות יסכון בחיעיקר הח
ות היא סכון במעבר לשלש או ארבע דרגיתוספת הח). דרגה אחת

 נמוכים הגדלת מספר Mין גם לציין שעבור ערכי ימענ. שולית
  . אף יכולה לגרום להפסד2הדרגות מעל 

  

סכון י אנו רואים שמושג ח M כפונקציה שלTמתוך הגרף של   )3
כשהירידה   ,     את מספר הדרגותכרון ככל שמגדילים ירב יותר בז

אך כאן גם מעבר , הגדולה  ביותר מושגת במעבר  לשתי דרגות
 -ארי בי  הגידול  הלינJ=1עבור  . לשלש או ארבע דרגות עדיין מועיל

T , כפונקציה שלM)   עבור ∆f   נובע מהתוצאה שקבלנו   , )קבוע
J=1  ( Tעבור( = 2M ∆f בכך ש    והדבר מוסבר  Fs קטן עם 

M)  Fsהגדלת  = F1 2 = F0 2M( וכדי ש -  ∆f ש נדרש  יהיה קבוע- 

  ∆F = Fs − Fp יהיה קטן יותר ) ∆ f = Fs − Fp( ) Fs (ולכן מספר 
  .המקדמים גדול יותר

  

  כרון גדל באופן דרמטי עם הקטנתישובים ובזיסכון בחיפקטור הח )4
      ∆f ועם הגדלת M.  

  

  :מקיימים,  דרגותJעבור , יחסי הדצימציה )5
  

  M 1 > M 2 >K > M J  
  

כרון הם יחסית בלתי רגישים ישובים ודרישות הזיקצב הח) 6
M ינויים קלים בערכי לש j ולכן ניתן להשתמש בערכים שלמים 

  .קרובים ללא הקטנה משמעותית ביעילות

 …
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  Band-Halfמוש במסנני יש

מוש יגישה אחרת לתכן מערכת דצימציה מרובת דרגות מבוססת על ש
  :במסנן בעל תגובת תדר מהצורה

  H

  θ
  θs  θ p   π  π

2
  

  :עם התכונות הבאות

H∠  בהנחה ( = 0                   ( 

 

  

θ s = π − θp ; δ p = δ s

H e j θ( ) = 1 − H e j π − θ( )( )  

  ! הוכח-) מלבד לדגם המרכזי( מתאפס h(n)וניתן לראות שכל דגם שני ב 
M במסנן כזה ניתן להשתמש במערכת דצימציה עם  =   :ואז מתקבל  2

  H

  0   Fp   Fs   F1

  f

  
F1 =

F0

M
=

F0

2

  

 כמו שהודגם -פול לתוך תחום המעבר יכלומר התוצאה היא שקיים ק
M  עם . א.כ,  מסננים כאלה בקסקדהJמוש ב יש. 30בעמוד  j =   נותן, 2

  
M = M j = 2J

j=1

J

∏
  

אפשרי כאן , )מלבד האיבר המרכזי (h(n) התאפסות כל אבר שני ב בגלל

 :              שוביםיחסכון נוסף בח
R j ≅

1
4

NjFj  

 Half - Band במסנן בדרגה האחרונהלעיתים אין משתמשים :  הערה
, 6.29אלא במסנן דוגמת זה שבעמוד , פול לתוך תחום המעבריהגורם  לק

  .פול הבלתי רצוייכדי  למנוע את הק

F1 2/  
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  נים צרי סרטתכן מסנ
  

כאשר קצב היציאה , מושים  מסוימים נדרש מסנן צר סרט במיוחדיבש
. גבוה מפעמיים רחב סרט המסנן ולעיתים אף זהה לקצב הכניסה

 - קטן מאוד F∆  כיון ש (במקרה כזה נדרש מספר מקדמים גדול מאוד 
 אם משתמשים בדרגה אחת -שובים גבוה יוקצב הח) כמודגם בציור

  ).ינטרפולציהללא דצימציה וא(

  H

  0   Fp   Fs

  ~   ~   f H0[ ]
  
F0

2

  ∆F

  1+ δp

1

  δs

  
N ≅

D∞ δp ,δs( )
∆F F0

; R = 1
2

NF0

  

נוי הקצב יאו שש(נוי קצב ילמרות שאין כאן דרישה ספציפית לש
שובים יהרי שגם כאן ניתן לחסוך ח, )2Fs  -הנדרש הוא לתדר הגבוה מ

כרון באופן משמעותי אם מממשים את המסנן במספר דרגות עם יוז
  :דצימציה ואינטרפולציה כמוסבר להלן

  
  מוש בדרגות דצימציה ואינטרפולציהיש
  

כ במידה המכסימלית "בד(הרעיון הוא לבצע תחילה דצימציה 

2Fs   Mmax כלומר לתדר . האפשרית = F0 2Fs( ) כ "ואח,  )←
  .אינטרפולציה לקצב היציאה הרצוי

  
  

„¯‚Ý†„ˆÈÓˆÈ‰ „¯‚Ý†‡È¾Ë¯ÙÂÏˆÈ‰

  h2 n( )  h1 n( )   ↓ M   ↑ L

  F0
  
F1 =

F0

M   F2 = F0
L

M   L ≤ M( )

 
 
 

דרגת אינטרפולציה דרגת דצימציה
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 הערות:

 
שם השתמשנו בדרגת , L/Mנוי קצב ביחס יגוד למקרה של שיבנ)  1

הרי שכאן אין צורך לשמר את האות מעל , אינטרפולציה תחילה
מוש יולקבל מ(ניתן להשתמש בדרגת דצימציה תחילה  ולכן Fs  לתדר 

  ).יעיל יותר
M   - הקטן מ M -אם משתמשים ב ) 2  max = F0 2Fs(  הרי שניתן אז (

 עם פחות מקדמים כיון שאפשר להרחיב את תחום h1 לתכנן את 
 ישמש אז להבטחת הספציפיקציות h2 המסנן . המעבר שלו

  .הנדרשות
 אחת מהדרגות מוש ניתן לממש את כליכדי להגדיל את יעילות המ) 3

 לגבי -כפי שהראינו קודם , שבציור לעיל כקסקדה של מספר דרגות
  ).ואינטרפולציה(מערכת דצימציה 

  
  

  כאשר משתמשים , נדון כעת בפרטי התכנון של המערכת שבציור לעיל
M     ב  = Mmax:  

  
  :דרגת הדצימציה. א
  

  0   Fp   Fs

  ~   ~

  F0

  
F1 =

F0

M
  = 2Fs

  M = F0 2Fs( )

  ∆F1

˜ˆ·†ÈˆÈ‡‰

˜ˆ·†Î¾ÈÒ‰

  f HZ[ ]

  H1[ ]

  

  
  
  

:  שים לב(
 

δ p1 = δ p 2                ( 
  
N 1 =

D ∞ δ p 2 , δ s( )
∆ F F 0

  

  

 קצב יציאה

 קצב כניסה
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  :דרגת האינטרפולציה. ב

  0   Fp   Fs

  ~   ~

  
F1 =

F0

M

  H2

  ∆F2 = ∆F1

  F2 =F0 ⋅L M

  
L =

F2

F1

˜ˆ·†ÈˆÈ‡‰

˜ˆ·†Î¾ÈÒ‰

  f HZ[ ]

L אם ( = M ⇐ F2 = F0(   

  

N2 =
D∞ δp 2 ,δs( )

∆F2 F2

=
D∞ δ p 2 ,δ s( )

∆F1 F0

⋅
M
L

= N1 ⋅
M
L

∆F2 =
↑

∆F1  
  :שוביםיכ קצב הח"סה) 1(

  

RT = 1
2

N1F1 + N 2F2( ) L( ) ; F2 = LF1

= 1
2

N1 + N2( )F1 ; F1 = F0 M ; N 2 = N1
M
L

=
1
2

N 1F0

1
M

+
1
L

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥   

L  ועבור  = M:  

                                              
RT =

1
2

N1F0
2
M

= N1 F0 M
  

, 1קרובלעומת ב
 
1
2

N1F0 ללא דצימציה ואינטרפולציה( עם דרגה אחת.(  

  ):רוביבק( מקדם החסכון בחשובים הוא לכן 
  

 כאן גדול מעט יותר מאשר מספר המקדמים במימוש N1ערכו של  1

 שהוא מעט D∞ (δp/2,δs) -עם דרגת אחת כיון שכאן משתמשים ב

  D∞ (δp,δs)שר  אגדול יותר מ
  
  
  

  יציאהקצב

 קצב כניסה

L
M

L
M

 

L
M

 

2

1 L
M M

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦
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2

2

1 M(Savings Factor)     SF= 1 L M+L
M M

=
+

 

 

:             M=Lועבור 
MSF=
2

    

  
  
  :כרוןיכ ז"סה) 2(
  

T 1 2 1
1 1 LN (N +N )= N 1+
2 2 M

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  

L=M              :T ועבור 1N =N           

 
 ,)ראה הערה בעמוד הקודם( רוביבק, במקום

  N1 .  בדרגה אחת2

  .כרוןירוב הוכפלו דרישות הזיבק, כלומר

  
) שוביםיוכן הקטנה נוספת בח(כרון י  הקטנת דרישות הז :הערה

ל כקסקדה של "מוש כל אחת מהדרגות הניי מ"אפשרית ע

י עקרונות התכן שהראינו קודם לגבי מערכות "מספר דרגות עפ

 N1   הקטנת, כאמור לעיל, כמובן(דצימציה ואינטרפולציה  

  ). שאינו  המכסימלי האפשריM -מוש ב יי ש"אפשרית ע
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TABULATION  OF   
 
D∞

δp

K
⋅ δs

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

 

   δ p    δs    K = 1  K = 2   K = 3  K = 4    K = 5    K = 6  
  

 0.100 0.0100 1.25 1.46 1.58 1.67 1.74 1.79 
 0.100 0.0050 1.41 1.63 1.75 1.84 1.91 1.97 
 0.100 0.0010 1.80 2.02 2.15 2.25 2.32        2.38 
 0.100 0.0005 1.95 2.19 2.32 2.42 2.49 2.55 
 0.100 0.0001 2.33 2.58 2.72 2.82 2.90 2.96 
  
 0.050 0.0100 1.46 1.67 1.79 1.88 1.94 1.99
 0.050 0.0050 1.63 1.84 1.97 2.06 2.12 2.18
 0.050 0.0010 2.02 2.25 2.38 2.47 2.54 2.60
 0.050 0.0005 2.19 2.42 2.55 2.65 2.72 2.78
 0.050 0.0001 2.58 2.82 2.96 3.06 3.14 3.20 
  
 0.010 0.0100 1.94 2.15 2.27 2.35 2.42 2.47
 0.010 0.0050 2.12 2.33 2.45 2.54 2.60 2.66
 0.010 0.0010 2.54 2.76 2.89 2.98 3.04 3.10
 0.010 0.0005 2.72 2.94 3.07 3.16 3.23 3.29
 0.010 0.0001 3.14 3.37 3.50 3.60 3.67 3.73  
 0.005 0.0100 2.15 2.35 2.47 2.55 2.61 2.66
 0.005 0.0050 2.33 2.54 2.66 2.74 2.81 2.86 
 0.005 0.0010 2.76 2.98 3.10 3.19 3.26 3.31
 0.005 0.0005 2.94 3.16 3.29 3.38 3.45 3.50
 0.005 0.0001 3.37 3.60 3.73 3.83 3.90 3.95 
  
 0.001 0.0100 2.61 2.81 2.92 3.00 3.07 3.11
 0.001 0.0050 2.81 3.01 3.12 3.20 3.27 3.31
 0.001 0.0010 3.25 3.46 3.58 3.67 3.73 3.78
 0.001 0.0005 3.45 3.66 3.78 3.87 3.93 3.98
 0.001 0.0001 3.90 4.12 4.24 4.33 4.40 4.45 
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     Banks-Filter      מערכי מסננים  .7
  

  QMF  - Filters-Mirror-Quadrature  מערך מסנני. א
  

 Mהרחבה למערך של . נדון תחילה במערך בעל שני מסננים בלבד
  .י מבנה עץ כפי שיובהר בהמשך"עשות  עימסננים ניתן לה

  H0 z( )

  H1 z( )

  ↓2   ↑2   F0 z( )

  F1 z( )

  Σ

  ↓2   ↑2

  x n( )   v1 n( )

  v2 n( )

  u1 n( )

  u2 n( )

  y1 n( )

  y2 n( )

  y n( ) = ˆ x n( )  h0 n( )

  H0 0( )

  H1 0( )

  π
2

  π
2

  θ

  θ
ÒÈ¾ËÊ‰‡¾ÏÈÊ‰

  h1 n( )

  x1 n( )

  x2 n( )

  +

  −

  
  :תוח המבנה לעיל נזכיר התוצאות הבאותילשם נ

  

)1  (Compressor:               

  s n( )
  ↓ M   r m( )

  
  

                                        
R z( ) =

1
M

S e
− j

2 πl
M z

1
M

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

l =0

M−1

∑
  

  

)2  (Expander                  :

  r m( )
  ↑ L

  g n( )

  
  

                                                        G z( ) = R z L( )  

סינתזה אנליזה
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  ):M=2עם (ועל כן 

  

V1 z( ) = 1
2

X z1
2( )H 0 z 1

2( )+ X −z 1
2( )H 0 −z 1

2( )[ ]
V2 z( ) = 1

2
X z 1

2( )H1 z1
2( )+ X − z1

2( )H1 −z 1
2( )[ ]

  

  

Y1 z( ) = 1
2

F0 z( ) X z( )H0 z( ) + X −z( )H0 −z( )[ ]

Y2 z( ) = 1
2

F1 z( ) X z( )H1 z( ) + X −z( )H1 −z( )[ ]

Y z( ) = Y1 z( ) + Y2 z( ) = 1
2

X z( ) F0 z( )H0 z( ) + F1 z( )H1 z( )[ ]

+ 1
2

X −z( ) F0 z( )H0 −z( ) + F1 z( )H1 −z( )[ ]
)      0(  

  
 

 ; X −z( ) z =e jθ = X θ + π( )[ ]
  Aliasing Term( : )z-(X(פול יאיבר הק       

  

  :פול נדרשי את שגיאת הקלאפסעל מנת , יכךלפ
  

  F0 z( )H0 −z( ) + F1 z( )H1 −z( ) = 0
                       

)1(  

  

 :נדרש, במערכת יחידהכיון שמעונינים , בנוסף
  

  

  
1
2

F0 z( )H 0 z( ) + F1 z( )H1 z( )[ ] = 1
                           

)2(
  

יש כאן מספר דרגות חופש בבחירת המסננים שימלאו את התנאים 
  : קייםQMFכשמשתמשים במסנני . ל"הנ

  H0   H1

  LPF( )   HPF( )

  0   π  π
2

  θ
   

       H 1 θ( ) = H 0 θ + π( )[ ]
  

  H1 z( ) = H0 −z( )

  h1 n( ) = −1( )n h0 n( ) ÂÏÎÔ†ולכן:  

(a) 
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: כעתנבחר

 

  

  ) ):a ( ,)b(בהצבת ) (1(ונקבל מ 
  

    
  F1 z( ) = −2H0 −z( ) = −2H1 z( ) = −F0 −z( )

              

  

  
  :קבלנו כך מערכת שהמבנה שלה הוא

  

  ↓2   ↑2

  Σ

  ↓2   ↑2

  x n( )

  y1 n( )

  y2 n( )

  H0

  H1

  +

  −

  LPF

  HPF

  H1 z( ) = H0 −z( )

  2H0

  2H1

  F0

  −F1

  −F1 z( ) = F0 −z( )

  LPF( )

  HPF( )

  y n( )

  
  

מערכת לקבלת ) 2(לעיל בתוך התנאי ) a(,)b(,)c(נציב כעת הקשרים 
  :יחידה

  

  

2( ) ⇒ F0 z( )H0 z( ) + F1 z( )H1 z( )

b( )& c( ) ⇒ 2H0
2 z( ) − 2H1

2 z( ) = 2 ⇒ H0
2 z( ) − H1

2 z( ) = 1
  = 2

  

  
z וכן ) a(ובהצבת  = e jθ:   

  3( ) H0
2 0( ) − H0

2 θ + π( ) = 1  θ
  

  
  :פזה לינארית בעלי FIRבמסנני מקובל להשתמש 

  

  

h 0 n( ) = h n( ) = h N −1− n( ) , n = 0,1,... ,N −1

h1 n( ) = h n( ) −1( )n
  

 

(b) 

 (c)

0 0F (z)=2H (z)
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 השהייה של

(N-1) 
 דגמים

)סינתזה+אנליזה(  

  
  ניתן לרשום, כידוע

  H θ( ) = H ejθ( ) = G ejθ( )e
− j

N −1( )

2
θ

  
G  כאשר  e jθ(   .   היא פונקציה ממשית(

  
  :נותנת) 0(-הצבה ב

       
  
  
  
  
  
  

 FIRעבור מסנני (הוא ) עד כדי השהיה קבועה(והתנאי למערכת יחידה 
  ):סימטריים

  H θ( ) 2 − −1( )N −1 H θ + π( ) 2 = 1
  

  
  :נבחן שני מקרים

)1 (   Nזוגי :   

  H θ( ) 2 + H θ + π( ) 2 = 1 H0 θ( ) = H θ( )( )
  

שאז המסנן הוא  (N=2שמלבד למקרה הפרטי , מסתבר

 
h n( ) =

1
2

δ n( ) +
1
2

δ n −1(   ותכונות ההפרדה שלו בתדר אינן (

 סימטרי שיקיים FIRהרי שלא קיים מסנן , )כ"מספיקות בד
י שימוש בתכנית אופטימיזציה התקבלו "ע. התנאי במדויק

בספרות מסננים מסדרים שונים הנותנים קרוב מצויין לתנאי 
דוגמה ניתנת ). Crochier & Rabinerראה נספח בספר של(ל "הנ

  .בציור שבעמוד הבא
  
)2 (  Nאי זוגי  :   

H             כאן התנאי הוא          θ( ) 2 − H θ + π( ) 2 = 1  

θ  אך במקרה זה ישנה בעיה כיון שעבור     = π
  : קיים2

  

( ) ( ) ( ){ } ( )2 2 j N 1 θjθ N 1 jθY e H θ ( 1) H θ π e X(e )− −−= − − +
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  θ

  H θ( )

  π 2   π   3 π 2   2 π

  שמאל מתאפסולכן  אגף 
  .ולא ניתן לקיים התנאי

 H π 2( ) = H 3π 2( )
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לשם חלוקת תחום התדר למספר פסי תדר משתמשים במערך מסנני 

QMF כאשר בכל רמה בעץ ניתן להשתמש במסננים בעלי ( במבנה עץ
  )אורך השונה מזה שברמה אחרת

  : פסי תדר אחידים-4חלוקה ל, למשל
  

        Stage 1           Stage 2 
                                                                                                                          

  
 

                                                                                                                            
                                                                                                                        

 
                                                                                                                        

 
                            

 
 
 

  אנליזה                                              סינתזה 
  
 

 
  ):באופן סכמטי(ובתחום התדר 

  
 

                    Stage 1  
  
  
  
  
  

                                     
  
  

          Stage 2                   
   
 

                   
  
  
  
  

θ 

(Inverted) 

LP1 HP1 

0                       π/2                         π 

LP2 

LP2 

HP2 

HP2 

θ 

 
Band 

0 

(inv) 
Band 

1 

 
Band 

2 

(inv) 
Band 

3 

↑2

↑2

↑2

2↑ LP1 

2↑ HP1 

y(n)

LP2

HP2

HP2

LP2

↑2
LP1

LP2 

HP2 

↓2

↓2

↓2 HP1

HP2 

LP2 

↓2

↓2

x(n) 
x1 

x0 

x2 

x3 

 ↓2 
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  :ל בצורה"כנ" עץ מלא"לנוחיות התאור מוצג 
  

  

: פסי תדר4 -" עץ מלא"

      
  
  
  

 וכן מספר זוג או אי בלתי אחידהמאפשר קבלת חלוקה " מלא-עץ לא"
  :זוגי של פסי תדר

  
)1(     4=M   

               

L

H

0

1

2

3

L

L
H

H

0 1 2 3

0   π 2   π   θ
  π 4

  
  
  
  
  
  
  

)2     (5=M  

L

H

0

1

2

3

L

L

H

H
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L

H

0
1
2

3

L

L
H

0 1 2 3

0   π 2   π   θ

L
H

4

H

4

  π 4
  

  
  
  

   -לקבלת מימוש יעיל ניתן לנצל את העובדה ש

  
  :כמודגם בעמוד הבא

  
  

h n h n n
1 0 1( ) ( )( )= −
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  CQF - Conjugate Quadrature Filtersמסנני .  ב

 
' מע( המבטיחים מערך מסננים עם שחזור מדויק -תכן מסננים אלה 

, QMFאך מוותרים על תכונת הפאזה הליניארית של מסנני , )יחידה
  :מוצג במאמר

 
M.J.T. Smith & T.P. Barnwell, III, “Exact Reconstruction Techniques 
for Tree-Structured Subband Coders”,  IEEE Trans.  Acoust.,  Speech 
Signal Proc.,  Vol.  ASSP-34, No. 3, June 1986, pp.  434-441. 
 

  ).  QMF(נציג את מערך המסננים עם סימונים כמו קודם  

)במאמר מסנני הסינתזה הם  ( ) ( )zGzG 10 ) במקום  , ) ( )zFzF 10   ). כאן,
  
  
  
  
  
  
  

  :QMFמסנני נזכיר התוצאות עבור 
  

  : נבחר(aliasing)לביטול הקיפולים 
  

0 1

1 0

( ) ( )
( ) ( )

F z H z
F z H z

= −
= − −  

)      :בנוסף בוחרים ) ( )zHzH −= 01               
  

  : התמסורת של המערכת היא’פ, אזי
  

( ) ( ) ( )[ ]zHzHzC 2
1

2
02

1
−=  

  
) יחידה  דרישה לקבלת מערכת, ולכן ) 1=zC גוררת את  

  :הדרישה
  

)(0 zH )(0 zF  

)(1 zF)(1 zH

2 

2 2 

2 

)(ny)(nx  
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( ) ( ) 22

1
2
0 =− zHzH  

  
 בעלי פאזה FIRאינה ניתנת להשגה במדויק עם מסנני , שכזכור

  ).כ"שאינם מעניינים בד,  2מלבד למקרה של מסננים באורך (ליניארית 
  

  :בתחום הזמן הקשרים לעיל מבוטאים באופן הבא
  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )nhnhnf

nhnhnf

nhnh

n

n

n

101

010

01

1

1

1

−=−−=

=−=

−=

  

  
  :CQFמסנני עבור , עתה

  
  :לביטול הקיפולים נבחר שוב

  
( ) ( )
( ) ( )zHzF

zHzF
−−=

−=

01

10
  

  
  :אך עתה נבחר

  

( ) ( ) NzzHzH −− ⋅−−= 1
01  

,  משמעותה היפוך ציר הזמן0H בארגומנט של z−1- בzמכיון שהחלפת 

- מסנן סיבתי יש לכפול ב הוא0Hהרי שאם 
Nz−

)  דגמיםNהשהיה של   (

  .1Hכדי להבטיח סיבתיות של 
  

  : נותנת לכן0H לבין  1Hהבחירה לעיל עבור הקשר בין 

 
( ) ( ) ( )( ) NN zzHzHzF −− −−=−= 11

010 
  

  :תזוגי נותנ- איNובחירה של 
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)    ) סיבתיFIRמסנן ( ) ( ) NzzHzF −−= 1
00  

)HP  0  אםH היא  LP          (( ) ( )zHzF −−= 01  
  

) התמסורת ’הצגה של הקשרים לעיל בביטוי של פ )zC)  לאחר ביטול

,10י בחירת  " המובטח עaliasing -ה FF  נותנת) ל"הנ:  
  

)            סיבתית' מע(

0 1

1 1
0 0 0 0

( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

N

G z G z
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1

  

  
10המסננים   , GG מסנני מכפלה  קרויים  (Product Filters)וקיים :   

,( ) ( )zGzG −=   :ולפיכך       01

( ) ( ) ( )[ ] NzzGzGzC −−+= 002
1

  

  
  :נדרש, )Nכדי השהיה עד (יחידה ' ולקבלת מע

  
( ) ( ) 200 =−+ zGzG  

  
  :ובתחום הזמן
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δ

δ
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⎦

⎤
⎢
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⎡ −+

=−+

2
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0

00

  

  
  

  :מקיים)  בעל פאזה אפסFIRמסנן (מסנן המכפלה , כלומר
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  .Half-bandי מסנן  "וזו כזכור תכונה המתקיימת ע

  
)ילה את  הגישה לתכן המסננים היא על כן למצוא תח )zG0 ולפרק  

  :אותו למכפלה
  

( ) ( ) ( )1
000

−= zHzHzG  
  

)כדי למצוא את  )zH0) התמסורת של  ' י חלוקת אפסי פ"הדבר נעשה ע

( )zG0 0)(    בין zH ו-( )1
0

−zH  0   ולכןHבעל פאזה ליניאריתאינו .(  
  

  :נשים לב שכל מסנן מהצורה
  

( ) ( ) ( )
n
nnwng

π
π 2/sin

=  

  

)כאשר  , לעיל(*) מקיים את התנאים במשוואה   )nwחלון'   פ  .  
  

)-כיון ש, אך ) ( ) 2
00 θθ HG :  שלילי משתמשים ב- הוא אי=

( ) ( ) ( )( )nbngang δ+=0   ,י שמוצג במאמרכפ*.  

  .0G לשם התכן של  REMEZ כן ניתן להשתמש באלגוריתם  
  

0)(לגבי מציאת ) עם הדגמה(פרוט נוסף  zH 0)( מתוך zGמופיע במאמר .  
  
  
  

  .במאמר) 25( יש שיבוש קל במשוואה *
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0)(בהינתן  , לסיכום zH , כלומר( )nh0  , אזי המסננים האחרים ניתנים
  :י"בתחום הזמן ע
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  ). זוגי-אי( הוא אורך מסנן המכפלה pL -ו
  

ועדיין ) זוגי-אי (N=L-1טויים לעיל ניתן להציג שים לב שבבי
  . למרות היפוך ציר הזמן, לשמר את הסיבתיות של המסננים

NL השהיית המערכת כולה היא אכן  
=

−
×

2
12.  
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 DFT  - Uniform DFT Filterbankמערך אחיד של מסנני . ג
 

  N.J. Fliege, Multirate Digital Signal                      :מקור ספרות
Processing,  J. Wiley 1994, (CH. 8).   

  
 (Prototype Filter) : טיפוס -מסנן  אב

  
  

  :  טיפוס-י הזזה בתדר של מסנן האב"נניח שמערך המסננים מתקבל ע
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∆

=

2π

  

xM- 1(n)

H z1 ( )

H z0 ( )

H zM −1( )

x( n)

x0(n)

x1(n)
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   :h0(n) של  Polyphase -באמצעות מסנני ה H0(z) נתאר את 

  

0

1 1

0 0
0

1 1

0
0

( ) ( ),    0,1,..., 1

1( ) ( )

1( ) ( )

M kM
M

k

M k kM M
M M

k

p n h nM M

P z H z W
M

P z z W H z W
M

∆

ρ

−
−

=

ρ−
− ρ −

ρ
=

= + ρ ρ = −

= ∑

= ∑

  

  
  

  :וכפי שכבר ראינו
  

H z z P zMM
0

0

1
( ) ( )= ∑ −

=

− ρ
ρ

ρ
  

  

2π  



מוסמכים- למודי,  חשמל-הנדסת,  הטכניון        )ה" תשס– תשיעיתמהדורה (מלאך .  ד-בוד ספרתי של אותות  יע  
 

   7. 17  - ' עמ
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 ).8ראה פרק  (DSTFT -ה
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   Filter Bank Summation - FBS    לשחזור האות נבצע
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  )M: 1(שימוש בדצימציה קריטית 
  
  

2πהוא נומינלית)  BP(מכיוון שרוחב הסרט של כל מסנן 
M, הרי שניתן 

י ביצוע "ע) ולצמצם את מספר הדגמים לייצוג(לחסוך חישובים 
  .  M:1דצימציה של מוצא כל מסנן ביחס 

 דגמים על פני Mשל " בקפיצות"ליזה מבוצעת הדבר מתאים לכך שהאנ
  .x(n)  אות הכניסה 

  

  
 :  ניצול התכונה

  
  
  
  

  : Polyphaseמאפשר את המימוש היעיל הבא בעזרת מסנני 
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DFT*
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י מסנני "ע(  אלא גם הסינון DFT -זהו מימוש יעיל כיוון שלא רק ה

Polyphase  (נעשה בקצב האיטי.  
  

P z M( ) P z( )B MB M
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  ) :אינטרפולציה(מערך הסינתזה  
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F:     נשתמש במערך מסנני סינתזה המקיים z F zWk M
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 F0(z)  טיפוס-אב( הוא מסנן מעביר נמוכים. (  
  

 Transposed Polyphase-עבור אינטרפולציה נוח יותר להשתמש ב
Decomposition :  

  

  
  : ואז
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נותן את הסכמה היעילה , וניתוח דומה לזה שנעשה עבור האנליזה
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Q z0 ( )

Q z1 ( )

Q zM −1 ( )

x1(nM)

xM-1(nM)

x0(nM) g0(nM)

g1(nM)

gM-1(nM)

AM

AM

AM

IDFT*

(DFT)

y(n)

z−1

z−1

z−1

  
  :קל להראות שתנאי למערכת יחידה הוא

  
  

P z Q z Mρ ρ ρ( ) ( ) , , ,...,= = −1 0 1 1       

  
Pכאשר( zρ ( Q - ממסנן האנליזה  ונגזר ( zρ (   ). ממסנן הסינתזה(
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       Time Fourier Transform-Short – התמרת פוריה לזמן קצר .8
  

  :מקורות ספרות
  
  
  

 
 

  
  
  

  

x  התמרת פוריה קונבנציונלית של סדרה  n( ){   :י" נתונה ע{
  

    
X e jθ( ) = F x n( ){ }=∆ x n( )

n = −∞

∞

∑ e − jnθ

  
  

  :כיתוההתמרה ההפ
  

  
x n( ) =

1
2π

X
− π

π

∫ e jθ( )e jnθdθ
  

  
  

, אולם. בהתמרה לעיל נדרשת ידיעת הסדרה על פני כל ציר הזמן
 קטעי זמן ה של האות על פנייבבעיות רבות נדרשת אנליזת פור

אות המופק , למשל. כיון שהאות אינו סטציונרי, קצרים
כך שניתן לדבר על על , אם כי באיטיות, ממערכת המשתנה בזמן

פרמטרי המערכת הם בקרוב , כלומר". קווזיסטציונריות" 
אות , כמו למשל, קבועים על פני אינטרוול זמן מסוים סופי

י שינויי האנרגיה אנליזה לזמן קצר מאפשרת עקיבה אחר. דיבור
  ).הוי דבורי ז- שמוש מקובל (בתדרים שונים בתלות בזמן 

  
  STFT –מגדירים לכן התמרת פוריה לזמן קצר 

  :באופן הבא

 
Xn e jθ( ) =∆ w n − m( )

m= − ∞

∞

∑ x m( )e − jmθ

  
  

  

1.    L.R. Rabiner & R.W. Schafer: Digital Processing of Speech Signals    
       Prentice Hall, 1979, Ch.6. 
2.    R.E. Crochiere & L.R. Rabiner: Multirate Digital  Signal Processing     
       Prentice Hall, 1983, Ch.7. 
3.    T. E. Quatieri: Discrete-Time Speech Signal Processing – Principles     

    and  Practice, Prentice Hall, 2002, Ch. 7. 
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x  המחליקה על פני הסדרה " חלון" זו סדרת w(n)כאשר   n( ){ } .
  :של הסדרה) mלפי (זו התמרת פוריה , כלומר

  

  xw n,m( ) = x m( )w n −m( )  
  :כמודגם בציור 

  w n( )

  n

  w n − m( )  x m( )

  m

  m = n

ÎÓÂ„‚Ì†·ˆÈÂ¯

  

  
  

  

w(n)  

    Xn e jθ( ) = F m( ) xw n,m( ){ }

  ,מושים רביםיבש
  נו בעל אורך סופי וסימטרייהחלון ה

  
 ,לפיכך

  ): קבועnעבור  (פכיתההתמרה הה, ולכן

n 
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xw n, m( ) = w n − m( )x m( ) =
1

2π
Xn ejθ( )ejmθdθ

− π

π

∫
  

  

  
w ובהנחה  (m = nובהצגת  0( ) ≠ 0:(   

  

  
x n( ) =

1
2πw 0( )

X n e j θ( )e jn θdθ
− π

π

∫
  

  
  

הקשר להתמרת פוריה הרגילה ניתן מתוך משפט הקונבולוציה 
  :הקומפלכסית

  

  
w n − m( )x m( )

F
m( )← → ⎯ ⎯ Xn e jθ( )=

1

2π
˜ W 

− π

π

∫ e jϕ( )X ej θ +ϕ( )( )dϕ
  

  

כאשר 
j

~
W(e )ϕ

  .m  לפי w(n-m) זו התמרת פוריה של החלון 
  

  :STFT – ל שלוש אינטרפרטציותמקובל לתת 
  

התמרת פוריה של כלומר ,  היא זו שהראינו לעילאשונההר •
  .אות הנשקף מבעד לחלון מחליק

    

  :אריינון ליניס - האינטרפרטציה השניה •
  

  טוי יאת הב

  
X n e jθ( ) = x m( )w n − m( )e − jm θ

m = − ∞

∞

∑
  

  
x  ניתן לפרש כקונבולוציה בין אות  n( )e− jnθ , לבין סדרת  

   .w(n)החלון 
  

  ,כלומר

  X n e jθ( ) = x n( )e − jnθ[ ]∗w n( )  
  

  . הוא פרמטרθכאשר 
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  4.8 -' עמ

  
θ  עבור  = θ∗ם לפיכך את הסכמה הבאה אנו מקבלי:   

  

  X θ( )

  0
  θ

  x n( )
  h n( )

  θ

  θ

  
  
 מוזז לראשית ואות ∗θ  מודולציה של האות כך ש -מתבצעת דה, כלומר

  . h(n) זה עובר סינון באמצעות
  

  ). אידיאליLPF הוא מסנן h(n)הציור מדגים מקרה ספציפי בו (

  ) bank-Filter  (מסנניםמערך  - האינטרפרטציה השלישית •

N

{ }

j -jm -j(n- )
n

-jn j -jn jn

X (e ) x(m)w(n-m)e    w( )x(n- )e

e (w( )e )x(n- ) = e w(n)e *x(n)

n mm

θ θ θ

θ θ θ θ

∞ ∞

− ==−∞ =−∞

∞

=−∞

= =

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

∑ ∑

∑

A

A A

A

A

A A

A A

θ ,  מסוים קבועθעבור , ולכן = θ∗ ,נקבל את הסכמה:  

  x n( )
  θ

  Hθ∗
θ( )

  θ∗

  e− jnθ∗

  Xn ejθ∗( )  hθ∗
n( )

  zθ∗
n( )

  ; hθ∗
n( ) = w n( )e jnθ∗

  
w אם  n( ) = h n( h  אזי , LP הוא התגובה לדגם יחידה של מסנן ( θ∗

n( ) 

  .∗θ  קומפלכסי שמרכזו בתדר BPהוא מסנן 

  θ∗  

e jn− θ*
 

0 

H( )θ  

*j
ns(n)=X (e )θ

 

{ }*j
(n) n

*

h(n)=w(n)

S( ) F X (e )

S( )=H( )X( + )

θθ

θ θ θ θ

�  
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  5.8 -' עמ

  

z תפוקת המסנן  θ∗
n( ) Analytic Signal" (אות אנליטי" קרויה גם (

  :י"ל ע"ונתונה מהנ

  
        

  
∗zθשל , ∗θ על פני כל ערכי , שים לב שסכימה

n(  נותנת את אות (
  :הכניסה

x n( ) =
1

2πw 0( )
X

n
e jθ( )

− π

π

∫ e jnθdθ

=
1

2πw 0( )
z θ n( )

− π

π

∫ dθ
  

  
ל שניתן גם להשתמש בסט סופי של מסננים אשר "אולם ברור מהנ

  – וזה מביא אותנו ל x(n)סכום יציאותיהם יתן את 
  
  התמרת פוריה לזמן קצר דיסקרטית

DSTFT - ansformTime Fourier Tr-Discrete Short  

  

: נתבונן בסט דיסקרטי של תדרים
  
θk =

2π
M

k , k = 0,1,K ,M −1   

  
  :י האינטרפרטציה האחרונה"עפ, אזי

  

 Xn ejθk( )= x n( )∗hk n( )[ ]e− jnθk

  
  

hk         : כאשר n( ) = h n( )ejnθk ; h n( ) = w n( )  
  

  .  Prototype Low Pass Filterהקרוי אז , h(n)-    LPF נניח 
  

hk  ,  אזי n( ) - BPF , המתקבל מהזזת תדר של הLPF   
θ  לתדר מרכזי  k .   

  

��	�
 

 מעטפת
 קומפלכסית

�	
 

גל נושא

…

( ) ( ) ∗∗

∗
⋅= jnθjθ

nθ eeXnz
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  6.8 -' עמ

  
  :מתקבלת הסכמה

  

  x n( )
  BPF

  e − jn θ k

  X n e jθ k( )

  k = 0,1,K ,M − 1

  z k n( )
  h k n( )

  
  

  ):ארייסינון לינ(י האינטרפרטציה השניה "עפ
  

  e − jnθ k

  x n( )

  k = 0,1,K ,M − 1

  z k n( )  h n( )

  LPF

  DSTFT( )
  Xn e jθ k( )

  e jnθ k

  BPF©ÓÓÂ×†††††††††˜ÂÓÙÏÎÒÈ®
  

  
 ממשי מתקבל על ידי סכום האותות משני הערוצים BPאות : הערה

 M − k, k k ≠ 0( ).   
  

  :תוח כל תחום התדריםילנ
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  :ומתקבל המערך הבא
  

  
  
  

…

)קומפלכסי  BPF מוש ימ(

  0

  k = 0   k =1   k = 2   k = M−1

  
2π
M   

2π
M

⋅2   2π   θ

…
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  7.8 -' עמ

  

  x n( )

  e
− jnθ0

  e− jnθ1

  h n( )

  h n( )

  h n( )

  Xn ejθ1( )

M 
O 
D 
I 
F 
I 
C 
A 
T 
I 
O 
N

  ejnθ0

  ejnθ1

  ejnθM−1

  z0 n( )

  z1 n( )

  zM−1 n( )

  y n( )

  
1 2 4 4 3 4 4 

  
1 2 4 4 3 4 4 

ÒÈ¾ÝÊ‰¢ÓÂ„ÈÙÂ˜ˆÈ‰¢ 
©˜ÂÂ¾ËÈÊˆÈ‰® 

©Ú¯·ÂÏ® 
©¢Ò¾ÂÔ¢®

‡¾ÏÈÊ‰
(Analysis) (Synthesis) 

(FBS - Filter Bank  
           Summation)

  Σ

  e
− jn θM−1

Xn ejθ0( )

Xn ejθM−1( )

  
  
  

  :ל"מהסכמה הנ
  

y n( ) = zk n( ) = X n e j θ
k( )e jn θ

k

k = 0

M −1

∑
k = 0

M −1

∑ ; θ k =
∆ 2 π

M
k

  
  

Xn  כיון ש , IDFTטוי של יזהו אינו ב: שים לב ⋅(  הוא גם פונקציה של (

n)  ולא רקk( .ניתן למצוא תנאי לשחזור מדויק, אם אין מודיפיקציה ,
y  :כלומר n( ) = x n(  - אחרת ;בהנחת מסננים לא סיבתיים ((

 y n( ) = x n − n 0( ).(   
 קומפלכסיים BPל אקויולנטית לבנק מסנני "כיוון שהסכמה הנ

k שיציאותיהם  = 0,1,K ,M −1, zk n(  שהתנאי למערכת יחידההרי , (
  :הוא) סיבתיים-עם מסננים לא(

  

  
hk n( )

k =0

M −1

∑ = δ n( )
  

  

…

���	��
 
 אנליזה

(Analysis) 

  "מודיפיקציה"
  )קוונטיזציה(

  )ערבול(
 ")נוןיס("

���	��
 
 סינתזה

(Synthesis) 
(FBS – Filter Bank 

Summation) 
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  8.8 -' עמ

  
             ומתוך

  h k n( ) = h n( )e
+ jn

2 π

M
k

  
  

  :בלים התנאיםקל להראות שמתק
                  

1h(0)= M
h( M)=0        0

⎧⎪
⎨

≠⎪⎩ A A   

  h n( )

  n
  − 4 M   − 3M   − 2M   − M   M   2M   3M   4 M

  
  

  )DFT) FFT - באמצעות הDSTFT -חישוב ה •
  

  ):י -k - הBPF -מוצא ה(     קבלנו קודם 
  

  zk n( ) = Xn ejθ k( )ejnθk

  
2j mk
M

k
m m

h (m)x(n-m)= h(m)e x(n-m)
π∞ ∞

=−∞ =−∞

= ∑ ∑  

  
m : נחליף משתנים → −mונקבל :  

  

 
zk n( ) = h −m( )x n + m( )e

− j
2 π

M
mk

m= −∞

∞

∑
  

  
= M-1 ;  r = 0,±1,±2,... ;  m,...,0,1 =  נציב כעת  rM + A A  
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  9.8 -' עמ

  
  

  : ונקבל
2M-1 -j ( )
M

k
=0 r=-

z (n) = h(-rM- )x(n+rM+ )e
rM kπ∞ +

∞
∑∑

A

A
A A              

  
  ומתוך

      

2 2-j (rM )k -j k
M Me e 1
π π

+
= ⋅

A A
  

 

  
  
  מתקבל

  

2M-1 -j
M

k
=0 r=-

z (n) = x(n+rM+ )h(-rM- )  e
kπ∞

∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑
A

A
A A

  

  
  
  :נגדיר

n
r=-

u ( )= x(n+rM+ )h(-rM- )   ; =0,1,...,M-1
∞

∞
∑A A A A

 

  
  ,אזי

{ }
2N-1 -j k M-1M

k n n 0
=0

z (n)= u ( )e DFT u ( )    ; k=0,1,...,M-1
π

=
=∑

A

A
A

A A
 

  
   באמצעותComplex Uniform Filter-Bankמוש יבלנו כך מיק
  ).DFT)  FFT - ה

  
  

  :DSTFT -לקבלת  ה
  

{ }
2 2 2j k -j nk -j nk M 1M M M

n k n 0

k=0,1,...,M-1

X (e ) e z (n) e DFT u ( )   ;      

                                                          

π π π
−

=
= = AA
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  10.8 -' עמ

  
  

  :התהליך הוא לפיכך
  

  בסדרת הכניסה) פוך בזמןילאחר ה(הכפלת החלון  .1
  )nראשית  החלון נמצאת ברגע (

 נקודות  Mיצירת אות מקופל בזמן באורך של  .2

{ }( )1
n 0

u ( ) M −

=A
A  

  
,...,0,1  לקבלת( נקודות M של DFTבצוע .   3 1k M= − zk(n), (  

  

e עם " מודולציה-דה.  "4
- j

2π

M
nk

 DSTFT-  לקבלת ה
  
Xn e

j
2 π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟   

  
  ):ללא מודיפיקציה(שחזור האות 

  

לא

   

y n( ) = z k n( )
k = 0

M −1

∑ = X n e jθ k( )e jnθ k

k = 0

M − 1

∑
θ k =∆

2 π
M

k

IDFT

  
  

 נדרש כזכור     y(n) = x(n)ולקבלת 
  

h k n( )
k =0

M −1

∑ = δ n( )  

  
  :ומתקבלים התנאים שראינו

1h(0)
      ; ( h(n) = w(n) )M

h( M) 0     0

⎧ =⎪
⎨
⎪ = ≠⎩ A A

 

  
  

  :דיאגרמת זרימה המתארת את תהליך האנליזה והסינתזה נתונה להלן
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  11.8 -' עמ

  
  

  )ללא דצימציה (DSTFT -החישוב 
  

  :דיאגרמת בצוע
  
  

 
אנליזה 

  

   
  

  

  

  

  

(FBS)  

DSTFT  

Shift in 1  
sample  

at a time  

samples  

INPUT BUFFER  

STACK - ADD  

M - pt.  DFT  

Sliding-Reference   

DSTFT  

Fixed-Reference   

DSTFT  

   L h     x  n  (  )

0     M     2  M     −  M      −  2  M  

   h  −  n  (  )     L  h  =  4  M  

   x  W  n  ,  m  (  )  { }  

   u  n  l  (  )  {  }  l  =  0  

M  -    1  

   z  k  n  (  )  { }  k  =  0  

M  -    1      z  k n( )

    

w  
M  

−  nk  =  e  
− j

2 π

M
nk  

k  =  0  ,  1  ,  ...  ,  M  −  1  

   w  M  
nk  

    k  =  0  ,  1  ,  …  ,  M  −  1  

   y  n  (  )  

0  
   M  

  l  

   z  k  n  (  )  { }  
k  =  0  

M  -    1  

(Filter-Bank Summation)  

z  k  n  (  )  
k   = 0  

M  -   1  

Σ  

    

X  n  k  (  )  =  X  n  e  j  θ  k  (  )  

k  =  0  ,  1  ,  …  ,  M  −  1  

  

כפלה בחלון ה
 )הפוך בזמן(

 פול בזמןיק

zk(n) האותות האנליטיים 
) בתדרים השונים nברגע  )kθ

כאן אפשר לבצע 
מודיפיקציה     

)למשל קוונטיזציה(
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  12.8 -' עמ

  

  שמוש בדצימציה ואינטרפולציה •
  

  :    מהמודל
  

  x n( )
  h n( )

  
Xn e

j
2π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  e
− j

2π

M
kn

  

  עם תדר קטעון נומינלי   (LPF הוא h(n)הרי ברור שאם 
π
M (  אפשר

1  למשל ביחס , )דצימציה(לדלל את יציאתו  ≤ R ≤ M ; R:1  

 LPF אינו h(n) הרי שאם  לערוץ אחד בלבדיחסים יאם מת  :הערה
 שניתן להשתמש Rמתקבל שהערך הגדול ביותר של , אידיאלי

ניתן ,  ערוציםMכיון שישנם , אולם. R < Mבו חייב לקיים 
 R = Mבתנאים מסוימים לבצע שחזור ללא שגיאה גם כאשר

  ).נדגים בהמשך( אידיאלי LPF אינו h(n) למרות שהמסנן ,  
  

 המדולל ולכן DSTFTלמטרות הסינתזה יש לבצע אינטרפולציה של ה 
  :סינתזה נראה כך/י של מערכת האנליזה-kהערוץ ה 

  

‡¾ÏÈÊ‰ ÒÈ¾ÝÊ‰

  x n( )
  h n( )

  
XnR e

j
2π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  ↓R   ↑R   f n( )   ̂ z k n( )

  e
j
2π

M
nk   ̂ z 0 n( )

  y n( )
  ∑

  e
−j

2π

M
nk

  
Xn e

j
2π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  
ˆ X n e

j
2π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

  ̂ z M−1 n( )

  
h(n)-   חלון האנליזה"מסנן האנליזה או"  
f(n)-    חלון הסינתזה"או ) לציההאינטרפו(מסנן הסינתזה"  

  
  
  

סינתזה     אנליזה
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  13.8 -' עמ

  :פעולת האינטרפולציה
  

ˆ X n e
j
2 π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ = f n − rR( )

r=−∞

∞

∑ XrR e
j
2 π

M
k⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

  
  

  : נציג,התנאים האנליטיים לשחזור מדויקלמציאת 
  

  
X n e jθ k( ) = x m( )h n − m( )

m = − ∞

∞

∑ e − jm θ k ; θ k =
2π
M

k
  

  

   :(R:1)  דצימציה •

  
XnR e jθk( )= x m( )h nR − m( )

m= −∞

∞

∑ e − jmθk

  
  

  :(R:1)  אינטרפולציה •
   

  

ˆ X n e jθ k( ) = f n − rR( )
r = − ∞

∞

∑ X rR e jθ k( )

= x m( )
m = − ∞

∞

∑ f n − rR( ) h rR − m( )
r = − ∞

∞

∑⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ e
− jm θ k

  
  

):      FBS (שחזור •

  

y n( ) = ˆ X n e jθk( )
k= 0

M −1

∑ ⋅ ejnθk

= x m( )
r =− ∞

∞

∑ f n − rR( )h rR − m( )
m= −∞

∞

∑ e
j 2π

M
k n −m( )

k= 0

M−1

∑
1 2 4 3 4 

M ⋅ δ n − m − pM( ) ≡ Mδ n − m( )( )M
p=− ∞

∞

∑

= M ⋅ x n − pM( )
p= −∞

∞

∑ f n − rR( )h rR − n + pM( )
r = −∞

∞

∑
  

  
  

k=0               
↓

���	��
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  14.8 -' עמ

  ,)ffPortnoתנאי    (תנאי מספיק לשחזור מדויק, ומכאן
  

M : yעד כדי הקבוע  n( ) = Mx n(   :הוא, (
  

f n − rR( )h rR− n+ pM( )
r=−∞

∞

∑ = δ p( ) ∀n , ∀p
  

  

אחרת יש לאפשר , הנחנו כאן שהמסננים אינם סיבתיים  :הערה
  .השהיה מתאימה

  
  :מקרים מיוחדים

  
)1(  R=1  )ללא דצימציה(  
  

       
f n − r( )

r=−∞

∞

∑ h r − n + pM( ) = δ p( ) ∀n , ∀p
  

אם   , ואמנם
  
h pM( ) =

1
M

δ p( ) ⇐ f n( ) = δ n( ) ⋅ M
  

  
  : וזהו התנאי למערכת יחידה שקבלנו קודם

  

h 0( ) =
1
M

h pM( ) = 0 p ≠ 0

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
  

  
)2(   R = M) קצב קריטי(  
  

  : מקבל את הצורהPortnoffכאן תנאי 
  

f n − rM( )
r=−∞

∞

∑ h r + p( )M − n( ) = δ p( ) ∀n , ∀p
  

  

 ולכן מספיק M במחזור n -שים לב שאגף שמאל הוא מחזורי ב
  .n ערכים בלבד של M -להתייחס ל

  
  
  

Portnoff  תנאי
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  15.8 -' עמ

  
   M=  R וכן   Mבעל משך של           )3(

  

       
h n( ) = 0 n ∉ −

M −1
2

,
M −1

2
⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ M odd( )

  
  

  :אזי מתקבל
  

  

f n( )h pM−n( ) = δ p( ) , n ∈ −
M−1

2
,
M−1

2
⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 

∴ f n( )=
1

h −n( )
, n ∈ −

M−1
2

,
M−1

2
⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ p = 0( )

  
  

    וכן 
    

f n( ) = 0 n ∉ −
M − 1

2
,
M − 1

2
⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ p ≠ 0( )

  
  

  .f(n)כך גם , Mעל משך  הוא חלון מלבני ב h(n)אם , לכן
 R = Mתוצאה זו מדגימה את האפשרות של שחזור מדויק גם כאשר 

ניתן , אולם). חלונות מלבניים(למרות שהמסננים אינם אידיאליים 

 f(n) לא קיים M (L>M) - סופי אך גדול מh(n)להראות שאם משך 
 f(n)כיון שנדרש בעצם ש, Portnoff שימלא את תנאי בעל משך סופי

  :h(n)  יהיה מסנן הפכי של

r → −r ⇒ f n + rM( )
r =−∞

∞

∑ h p − r( )M − n( ) = δ p( ) ∀n
  

:נגדיר
            

˜ h n p( ) =∆ h pM − n( ) ; ˜ f n p( ) =∆ f pM + n( )
  

  : כלומר
˜ h n p(   h(-n) של polyphase הוא מסנן (

      
˜ f n p(   f(n) של polyphase הוא מסנן (

  

  :מקבל את הצורה ) M=Rעבור  (Portnoffותנאי 

  
˜ f n r( )

r = −∞

∞

∑ ˜ h n p − r( ) = δ p( ) ∀n
  

  )n=0,1,...,M-1 :למעשה(
        

  

h(n)
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  16.8 -' עמ

  
  ,כלומר

  

 
˜ f n p( )∗ ˜ h n p( ) = δ p(   .זה לזה' הפכיים 'polyphase    מסנני (

  

2M 3M

  •
˜ h 0 ⋅( )

  − 3M   − 2M   −M   0 M

2M 3M  − 3M   − 2M   −M   0 M  − 4M   4M

  ×
˜ h 1 ⋅( )

  ̃ h 1 −1( )   ̃ h 1 0( )   ̃ h 1 1( )   ̃ h 1 2( )

  h n( )

  •
˜ f 0 ⋅( )

  ×
˜ f 1 ⋅( )

  ̃ f 1 −1( )  ̃ f 1 −2( )

  ̃ f 1 0( )

  ̃ f 1 1( )
  

  
  

  )DFT) FFT -בצוע הסינתזה בעזרת ה
  
  ): 8.13 -' ראה עמ(בלנו קודם יק

  

  
y n( ) = ˆ X n k( )WM

nk

k= 0

M −1

∑ ; WM =∆ e
j
2 π

M

  
  
  
  

f(n) 
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  17.8 -' עמ

  
  ,כאשר

  
ˆ X n k( ) =∆ f n − rR( )XrR k( )

r = −∞

∞

∑
  

  ,לכן
  

y n( ) = f n − rR( ) XrR k( )WM
+nk

k=0

M−1

∑
r=−∞

∞

∑
  

  
  ,בלנו כמו כןיק

{ }M-1-nk
n M n 0

X (k)=W DFT u ( )
=AA  

  
  ,כלומר

{ }M-1-rRk -rRk
rR M rR M k0

X (k)=W DFT u ( ) W z (rR)
=

=AA  
  

  
  

  

  

∴ y n( ) = M f n − rR( )urR n − rR( )( )M
r=−∞

∞

∑
  

  
  

  ).WOLA   ) Weighted Overlap & Addשיטת סינתזה זו קרויה   
  

����	���
 

  הרחבה
  מחזורית

rRuשל   ( )⋅ 

( ) ( ) ( ) ( )krRn
M

r

1M

0k
k WrRzrRnfny −

∞

−∞=

−

=
∑ ∑−=∴

( ){ }
( )

( )( )1
0

M
k rRk Ml n rR

M IDFT z rR M u n rR−
= → −

⋅ = ⋅ −
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  18.8 -' עמ

  
  
  

  :DFTעם ) WOLAאנליזה וסינטזה (דיאגרמת בצוע 
 
 

samples
INPUT BUFFER 

STACK - ADD 

M - pt.  DFT 

 L h

0  M  2 M − M  − 2 M

 h −n-( )  L
h = 4 M

0

 xw nR,m( ){ }

  u nR l( ){ } l = 0

M − 1

IDFT 

PERIODIC REPETITION 

OVERLAP ADD TO  
OUTPUT BUFFER 

 unR l( ){ }l = 0
M − 1

shift in zeros 
(R at a time) 

Shift out R Samples 
at a time   y n( )

  Lf

 L
f

= 6 R f n( )

 0  R  2 R  3R   R-   2- R    3- R

  WM
nRk

  WM
−nRk

Shift in 
R samples 
at a time

 M

 zk nR( ){ }k = 0

M − 1

 zk nR( ){ }k = 0

M − 1

XnR
k( ){ }

k= 0

M− 1

← DSTFT

  

  h(-n)הכפלה בחלון 

פול יק

כאן אפשר לבצע 
  מודיפיקציה 

  )למשל קוונטיזציה(

  )'נק Lf(הרחבה מחזורית 

הכפלה בחלון 
  f(n) סינתזה 
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  DSTFT -והקשר ל Gaborהצגת (או התמרת) 
)Gabor Representation(  

  
 

  

  ברצף:   Gaborנתחיל עם הצגת 

תהיה  m,n tg  :משפחת פונקציות רציפות המוגדרות באופן הבא  

     jn t 2
m,ng t g t m e , m,n    

יחיד  משפחת הפונקציות מתקבלת לכן מאות g t  על ידי הזזה בזמן

  ). ) והזזה בתדר (בכפולות של (בכפולות של 

משפחת הפונקציות  m,n tg  פונקציות מכונותGabor .  

 -נניח ש g t זת בראשית הן בזמן והן בתדר אזי הפונקציות ממורכ

 m,ng t תדר על נקודות סריג כמתואר באיור - ממורכזות במישור זמן

  הבא: 

  

  

  

  

  

 

  

הודאות, שטח התמך האפקטיבי של -עפ"י עקרון אי g t  חייב להיות

tגדול מקבוע מסוים ( 1/ 2    כששיויון מושג עבור g t 

  גאוסייני).
  8.19 - עמ' 



 g 1,1 g 2,1

g 2,2



t

Effective support of  g 2,2



 g 1,1 g 2,1

g 2,2



t

Effective support of  g 2,2
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ניתן להציג פונקציה רציפה  x t  :בעזרת פונקציות גבור בצורה הבאה  

   m,n m,n
m n

x t c g t
 

 

    

כאשר המקדמים  m,nc  הם מקדמי הייצוג ונקראים מקדמיGabor.  

2ההצגה קיימת אם     .  

  דיסקרטית Gaborבהצגת נדון כעת 

   
P 1

m,r m,r
m r 0

x n c g n
 

 

    

  כאשר

    jr n
m,rg n g n m e   

  ,    P - שלם 
2

p
   

כמקודם,  g n  תדר ו- במישור זמןממורכזת בראשית-  m,rg n 

  מתקבלת 

 -מ g n  .על ידי הזזות בזמן ובתדר  

אולם במקרה זה ציר התדר  θ  מוגבל לתחום ,   עקב ההרחבה

  המחזורית בתדר הנובעת מהדגימה בזמן. 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  8.20 - עמ' 

=3



g 2,3

g 2,0

g 2,1

 

n

g 2,2

0

- 

=3



g 2,3

g 2,0

g 2,1

 

n

g 2,2

0

- 
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Rעם דצימציה ביחס  DSTFT -נזכיר כעת את ה ערוצי תדר,  M -ו 1:

כאשר האנליזה מבוצעת עם חלון  h n  והסינתזה עם חלון f n 

  (שחזור מדויק).  Porfnoffהמקיימים את תנאי 

  ): 8.12קבלנו (ר' עמוד 

 
2 2j k i k
m M

n rR
r

X̂ e f n rR X e
 



   
    

   
  

  ):FBSוהאות המשוחזר (

 
M 1 2 2j k j k

M M
m

k 0

ˆy n X e e
 



 
  

 
  

  

 
M 1 2 2j k j nk

M M
rR

k 0 r

f n rR x e e
  

 

 
   

 
   

    מתקיים:  Porfmoffואם תנאי    y n x n  

כלומר, ניתן לייצג את  x n י אגף ימין של השויון האחרון. על יד  

  :Gaborאולם, עפ"י הצגת 

  

     
P 1 P 1

jr n
m,r m,r m,r

m r 0 m r 0

2
x n c g n c g n m e ;

P
  

   

   

      
  

  

  

  
  8.21 - עמ' 
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  ועל כן, אם נקבע:

          

   

R

2
P M

M
g n f n






  



  

rונחליף משתנים:  (תדר)  k     ;m r (זמן)  
  

  ונים ע"י: נת Gaborנקבל שמקדמי הייצוג של 

2j r
M

m,r mRc x e
 

  
 

 

Rמכיון ששחזור מושלם אפשרי רק אם  M :הרי שנדרש ,  

2
P 2

   


      

כאשר   תדר.  -מגדיר את שטח "תא הדגימה" במישור זמן  

Rעבור  M 2  ריטית):(דגימה ק   

המשפחה  m,rg  אינה אורתוגונלית ולכן לא ניתן לחשב את מקדמי

Gabor  ע"י מכפלות פנימיותmrx,g  .  

נשתמש לכן בדרך החישוב שראינו עבור 
2j r
M

mRX e
 

 
 

  ):8.13(ר' עמוד  

   
2 2j r j r
M M

mRX e x e h mr
  



 
  

 
 



   

  כך ש: 

    
22j r
MM

m,rc x h mR e ;
R

 



 




  

 



   

  
  8.22 - עמ' 
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  אם נגדיר 

   n h n    

  וכן

    jr n
m,r n n mR e     

(כמו שהגדרנו  m,rg n  מתוך g n :אזי ,(  

   *
m,r m,r m,rc x x, 





   


   

הפונקציה  n  של  אורתוגונלית- הפונקציה הביקרויה g n .  

לשחזור מושלם  Porfnoffועפ"י תנאי     y n x n  ובהצבת

2
R;

M

    8.14(ר' עמוד(  

   
m

p2
g n m n m p p ; n

M

  






       
   

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  8.23 - עמ' 
 




