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����� #���������!�� ��	�� ��	
������ "����� � � � � � � � � � � � � �$

��� %&���!"���� �!�� '��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

��) *�""�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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)�� �%+� ������ ,!���� ������	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

)�� ��&!�!�� �!	�!���� ��!�� � �-- �����!��" � � � � � � � � � � � ��

)�� %&���!"���� �!�� '��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

)�) *�""�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.

' �(�
�	� ��������� �� ����	�� ����
���� �)
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.�� *��	���� 0������!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

.���� ����� 1���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

.���� *��	���� 0������!�� �����!��" � � � � � � � � � � � � � � � � )�

.���� ��	�� *	��!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

.���) *��"�����!�� '������ �� '��� 2 ������	���� ���� � � � � ))

.�� ���"�� ����	�!�� ��!�� *��	���� �%+� � � � � � � � � � � � � � � )3

.�) %&���!"���� �!�� '��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )(

.�. *�""�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .�
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��� �#������ ��������$ 	���� ! ���.�� �� ����� ������$ /�!

��(���� �	
 � ����� �����������	� �	��� ��
 � ������	� ��������

�� ������ ��� �� �	� ��	��� !	�	"����� ��
 ������	� ���������

��� # �	� ��	��� !	�	"���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �#������ �
��0� ����� /��� ! ����1 "��$��( � � � � � � � � �$

��� 	�� ���� �#������ �
�� �� �
�� ! "��� ��� � � � � � ��

��% 	�� ���� �#������ �
�� �� �
�� ! "��� ��� �� � � � �&

%�� ����1 ���$��( �' ��� ����� /��� �' �#������ 2�!�
�� � �'

%�� 	�� ���� �#������ 2�!�
�� �� �#������ �
�� ! "���
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%�� 	�� ���� �#������ 2�!�
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��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

'�� 	�� ����� �' ��� ��� ���(���� ��$�����(� ! "��� ��� 3 � %�

'�� 	�� ����� �' ��� ��� ���(���� ��$�����(� ! "��� ��� * � %�

'�� ��(#������ ��(� &4����. �©- � � � � � � � � � � � � � � � � � %%

(�� 5�#���#������ '���� 	�� ��#����������� ! �.� 3 � � � � � '�

(�� 5�#���#������ '���� 	�� ��#����������� ! �.� * � � � � � '�

(�� 5�$� ��������� ��" �(�$� �' ��� �����6�� �����7 ���� 	� 	

�� ��������� ���	� � )�� �� ��������� 	� "	��� 	�� ��������
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����� ���������� ������� 4$����� �4���$����� ���� ! ������� � ���

����� ����	����� ����- ����� ��	� ����� ���� ����� �����	���� �����	 �� �

$����� ���	�������� �������� ��� ����	����	�� ���� � ��� "�������� ������

��� $����� ���	�������! �� 4$������ �� 	���*� ��� $����� �������� ��

���� ���	��� ����� %���	� �������� ���� $���� ���	������� /�����!

��� ��� ����	���� ��*������ �� ��� ���� �	� ����� �� 	��� ����	����	��

���� ��� �������� � ��� ����	 ��	"�	����� �	� �����	�� ���� 56� �5����*�	

���	����� ���	����	���� ��	*�!
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μ =
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���	��� ���	���	
� 	� p ��� p(p+1)
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������� �� ������� �	
 �	��� ���� ����������� ����������� �����	
 ������

���� 	 ���� �� ���������
 ������� ���� 	� �	���� ��� �	�
 ������� �� ��������

��	���� �� ��� 	����� �� �	�	 	�	�	��� �����	
� ���� �	� �� ���	���� �


��� ������� �����������  !"#� ����� ��	��� ��	� ��� ������ �� ��	����� �	�	

����� �	� �� �� �������	��
 ������ ��	� ��� ������ �� ��� ���� ������� ��

������� ��� 	 ������� �����	����� $ ���� ����� �������� ��� �	�	 �� �����	


�������� 	 ���� �	���		�� �	��� %���� ��� ������ �� ���� �	�	������ �� ��	

�	�&������ ����� �� ����������	 �� ��� �	�	 ��'�� ��� ���� ���������� ������

�� 	���� ������	��� $�������� �� ��� ������� ������������ �������	��� ��

	���	
 ��������� 	�������� �������	��
 ��������	��� ���� ��� ������ �� �����

�� ������
 ������ ��� 	� 	����	�� �	����� �� ��� ��	 �	�&������ ������

(�� ���	 �	�&������ ������� 	����	�� �� �	��� �� 	 ����� �������	

������������� ����� �� �������� �� ��������� ��� �	�&������ ������� �� ��� ����

��	��� )
 ������� ����� ������� 	�� ���� ������	�� �� ��� ���������� �������

�������� ���
 �	�� 	 ������ 	����
 �� 	�	�� �� 	 ��	���� �� ��� �	�&������

������� *	� ����������� ������+� ����� �	
 ����� �� ���� �	�� 		�� �	���� 	�

�� 	� �� 	���	
 ��������� �	����

�������
� ����� �� �� ����	�� 	����� ��� �� �������
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�� �� ����� ���� ��	
������� ������� �	��� ��	������ 	�

	�������� �	��� �� ��� ��
	������	� 	��	
� �� ���
� ���� ��� ��
	� 	�� 	��

��� ����	� 	�� 	�� ����� !�� ��
	� ����� ��	� �� 
		��� �" �	������ �������

���� �" ����	��� �� 
������ �" 	 ��	�� ������ �" ������
� 
�������� L �� �� #��

������� �� ��$�� �	
� ����������� 	� 	 ��	�	�� %	����	� ������������ 

⎧⎪⎨⎪⎩
x ∈ Ck, 1 ≤ k ≤ L

Ck ∼ N(μk,Σk)

|C1| ≥ |C2| ≥ · · · ≥ |CL|
�# &�

����� | · | ������� ��� 
	����	����

�� ��� ����	� 	��� �� ����
� ��� ������ �" ������� �" "������ �� ������

���	���� ��� ���������� ��
	� �	
������� ������ �	
� "���� ��
	� 	���	�� ��


��	��� �� ����� ��
	� �	
������� ������ �" 	 �	���� ��	�� 	��	 �" �� 
	� ��

	���
�	��� �� ��� �" ��� �	
������� 
�������� �� ���� �� ������� "��� ��� 	���	��

��� 

����� ����	
��� ������
 ���������� ����

�� ���� �����
���� �� 
������
� 	� 	����	��
 ���� ��	� ����	��� ����� ���������

�� 	 ��
�'
 �	
������� 
������ �� 	 ��
	� ��	�� 	��	 �� �� �	��� �� ��	������

��� (	�	�	����� ����	�
� d = (x − μ)TΣ−1(x − μ) �" 	 ���� x �� ��� ��	� �" 	

�	
������� 
������� ����� μ 	�� Σ 	�� ��� ��	� 	�� 
��	��	�
� �" 	 %	����	�

N(μ,Σ) ��	� 	�����	��� ���� �	
������� 
������ 

� ��� �" N �	�	���
��� ����
�� �" 	 ��
	� ��	�� 	��	 
	� ��������
	��� ��
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��� ������	
 ���������� �������

������� ���� ��� 	
�	��	�

B = {�����	 �� �����������	 �� � 	���� ������
�� �
	���}
A = {�����	 �� �����������	

�� ����� ������
�� �
	���	 �� ��������	}

��� �� η = maxi=1,··· ,N(di)� ��� �����
� ����������	 ��	���� ���� ���	 	��

�������� �� ����� δ� ����� η ��� δ� �� ����
���� ��� ��������� �������	�	�

H0 : δ ������	 �� B

H1 : δ ������	 �� A
 !�"#

$������� υ = maxi∈B(di) ��� ξ = maxi∈A(di)� �	 ��� �����
� ����������	

��	���� �� 	
�	�� A ��� 	
�	�� B� ��	��������� η �� �� �����		�� �	�

η = max(υ, ξ)  !�!#

%� ����� �� ����
��� ��� ���������� ������������	 p(H0|η) ��� p(H1|η)� ���

��	 �� 	����� ���	 fυ(·) ��� fξ(·)� ��� �&
���������� ��	 Fν(·) ��� Fξ(·)� '����

��� ����������� �� υ �� �� ���������� �� (������ )��
� *����� ��	
��	 +",-� �	

	���� �� .������� /� ��� ��� �� ξ �	 ��������� 
������� . ��		���� ���� ���

fξ(·) �	 ����������

ξ ∼ U [0, η],  !�,#

����� U ������	 � 
������ ��	����
�����

%� �� �� 	����  	�� .������� $ ��� ������	# ���� ���������� ������������	

��� ����� ���

p(H0|η) =
ηfυ(η)

ηfυ(η) + Fυ(η)
,  !�0#

p(H1|η) =
Fυ(η)

ηfυ(η) + Fυ(η)
,  !�1#

"2
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���� ��� ��	
� ��� �
	 	�����	��� ���	������ 	������� ��	� N = 10, 000

������ 	� 65 ������� ������

������ ���� ���
������ ������	�	� ����������	� P (H0|η) �
 P (H1|η)

�����	
 ���� N = 10, 000 ���	�� �� 65 ��	���� ��
�

��� �	����� �	��� τ 	� ��� �
	 ���	������� ����� ��� �������	��� �������

��	�� 
��� P (H0|η) < P (H1|η)� �� �� ���� �� � ������	�� �	 ��	���� ��� ��� 

��	��� ������ �����!���	�� ��	� 	���� �����!���	�� �� ��� ���� ���� "���� � "��� 

���� ��������� N(μ,Σ)� 
��� ���������� � �����	��� ������ ���� � ���� �����

������ � �������	��� ������� ���� �� ���	
 τ � 
��� �� ������� �� � �����	���

������ ������

����� ����� 	��
����� ��������

#� ���� �������	� 
� ������� �� ������ �	
 ��� �	�� �����	��� �� ��������� ���

�	�� ��	������ �	���� $� �����	� � ������ ��%������� ���	����� ���� ���������

��� ����	
� ������ ��� ��������� 	� ��� �����	��� �������� ��� ��������	�

��	��� �� ������� �	 � �	�� ����� ���� 	��	��� 	� & ���� ���	��� '������� 
���

��� �	������ ������ ��������	�� 
� ��������!� �
	 ������� ������ ���� A0 = ∅ ���

((



��� ������	
 ���������� �������

B0 = {1 : N} ��� ��� �� �	�

Bf = 
��	� ����	� �� ��	 �������� ��������� ����	�

Af = 
��	�� ����	� �� ���	� ��������� ����	�� �� �������	�
�����

�� �	������������� B0 = Af ��� A0 = ∅ � ��	 ���	�� �� �	�	��	� �� 	������	
� �	 ��������� ����	� �� ��	 ���	 ���� ����	 ��	�� !� 	"	�� ��	 �	�������

����	� �� ���	�� �� Af ��� �� �	 ��#�	�� �� ���� ���	� 	���������� $��	�"	��

�� � ��� ����� ����	� �� ���	�� �	����� �� Af �  	 ���� 	������	 � %�������

��� ���� ����������	� ��	 ������� ���� ���  	  ��� ���� �������	�� &���� ��

	��������� �� � �	 ��������� ����	� �� ���� 	� ���� �� ��	 �	������� ����	�

�� ���	�� �� ��	��	� ���� � ���	����� "���	 ���� �� ������� �����	� �� ��	 �������

������	� ���	 �10% �� ��	 ���� �� ��� �	����

%�"	� ���� ��	 %������� ��������� �� 	�� ����	� �������� �		�� �� �	 	����

���	� �� ��	 ��	�	�	 �� � ����	 ����	� �� �����	�� ����	� ��������� ����	�� ���

�������	���  	 ������	 � � ������	 ��	����"	 	��������� ���	�� ���� �����	� ���

���� 	��������� �� ��	 %������� ��������� ���� '(()  ��� ��	 ��������� ����	�

������	��� �	����� �� �	����	� �� �	���� ��(�*� &�	 ������ 	��������� ���	�� ��

��	 %������� ��������� ��"	� � ����  	���� �� ���	�"������ �����	� �� ��	 ����

��	 ��������� ���	��� ��� �	��	� ��	 ��+�	�	 �� ���	�"����� ���� ��	 �����

�� ��	 ������������ ������	���� &�	  	����� ��������� ��� ��������� 	���������

��	 �����	� ��	����"	��� ,�� 	�� ��	������� ��	  	��� �� � ���	� �� ������	�

����� ��	 $���������� ������	 �� ���� ���	� �� ��	 %������� ������������  ���

��	 ���	�� 	������	� ���������� &�	 %������� ��������� �� ��	 �	�� ��	������ ��	

������	� �� ��	 ������� ���	������ 	���������  	����	� �� ��	 ���	�� ��	������

 	������

-� ��	 .��� ����	�  	 ������ �� ���	��	����	 �	� Btmp ���� ��	 �	� B0 ���� ��
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 ���������� �������

������� {xm}N
1 � p � � �� ���	
�� �����

������������� A0 = ∅, B0 = {1 : N}, ω0 = 1,

d0 = (
√

p +
√

2)2, γ = 1.25 ��� i = 0

��� ��	������ ������� ��� ��		�
�� ������

�� ������ ����	
���� �� �
� 
�� ���
��
��� ����

μi =

∑
xm∈Bi ωi

mxm∑
xm∈Bi ωi

m

Σi =

∑
xm∈Bi(ωi

m)2(xm − μi)T (xm − μi)∑
xm∈Bi(ωi

m)2 − 1

�� �
����
���� �� 
�
�
����� ����
���� �� Bi �

∀xm ∈ Bi : dm = (xm − μi)T (Σi)−1(xm − μi)

�� ���
�� ������� ����

ωi+1
m =

⎧⎨⎩1 if dm ≤ d0

d0
dm

exp(−0.5(dm − d0)2/γ2) if dm ≥ d0

�� ���
�� �����

���� ��
� ���� ����	�� {δi} ������ ���������� ���
��	�� 
��
 ��	��� 
�� ��	��
������ 	��
�� ����
����� 
������� ���� τ i ���	� �� � ���	
��� �� p, |Bi| ��� Σi� ��

�������� �� ��������  

{δi} = {I(dm ≥ τ i)} (I = Index of value)

Bi+1 = Bi\{δi}
Ai+1 = Ai

⋃
{δi}

�� �������� �����

!� {δi} = ∅ � �
��" #
������� ��	��$��
 i ��� �� 
� %

������� Atmp = Ai, Btmp = Bi, μtmp = μi and Σtmp = Σi

���	� ���� ����
 &
��� �� � ��	������� 	��
�� ��
�$�
���

��



��� ������	
 ���������� �������

������������� A0 = Atmp, B0 = Btmp, μ0 = μtmp, Σ0 = Σtmp and j = 0

��� ��	������ ������� ��� ��		�
�� ������

�� ����������	 �
 ������	��� �����	��� �	 Aj

∀xm ∈ Aj : dm = (xm − μj)T (Σj)−1(xm − μj)

�� ������ �����

���� ����� ����	�
 {δj} ����� ����������
 ��
���	�
 ���� ��� ����� ��� ��	��
������ 	��
��� �������
�
 ����
���� ���� τ j ���	� �
 � ���	���� �� p, |Bj | ��� Σj � �


��������� �� �������� �

{δj} = {I(dm ≤ τ j)}
Aj+1 = Aj\{δj}
Bj+1 = Bj

⋃
{δj}

�� ������	� �����

�� {δj} = ∅ � 
���� �������
�� �
�� ��� μj+1 ��� Σj+1 �
��� Bj+1 ���� �� ���

!�
� 
����� ��	�� ��� j �� ��� �� �� "

������� Af = Aj , Bf = Bj , μ = μj , and Σ = Σj

���	� ���� #�	��� #���� �� � ��	������� 	��
��� �
�� �����

�� �������� �� ���	��� � ����� ���������	 �	������� ��� 	���	 ���������

��� �� ��������� ���� � ���		 ������ �� �������� ���� ��� �		 ��� ������������	

�� �	� �� ��� 	���	 ���� ���� ��� �	����!�� �� ��������� �� 	���	 �����	���� ���

�	��� ������ �� "#$%&� 	���	 ���� �� ���
� �� '�� ���

�(
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� &( ����
���

#���� $� �������� �� �����	 ��� &( �	�
����� ���� �� ���� �� &�����	 ���� * -,

��� ��
$ �
�� ����������
� ����	�� 
� ���	 ����������	 �������

�/
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����� ����	 
	���

����� � ��� 	
 ���� �	���� x1, · · · , xN ��� �	� �	��	� 	
 ��������� wij ≥ 0

������� ��� ����� 	
 ���� �	���� xi ��� xj � ��� ��������� �	�� 	
 ���������� �� �	

�������	� ��� ���� �	���� ���	 ������� ��	��� ���� ���� �	���� �� ��� ��� ��	��

��� ������ ��� �	���� �� �������� ��	��� ��� ��������� �	 ���� 	����� �
 �� �	

�	� ���� 	�� ��
	����	� ���� ����������� ������� ���� �	����� � ���� ��� 	


������������ ��� ���� �� �� 
	� 	
 ��� ��������� ����� G = (V,E)� ���� ������

vi ∈ V �� ���� ����� ���������� � ���� �	��� xi� ��	 �������� ��� �	�������

���� �� ���� eij ∈ E� �������� �� ��� ��������� wij ������� ��� �	�����	�����

���� �	���� xi ��� xj� ����� ������� ��� ���� ��� �������� �������� ��� ����

������ ���� ������� ���� ������������� �� !���"�#� �� ������ 	
 � ����� ����

$ �������� ��� ��� ��������� ������� ���� ��� ����������� �	� ����������� ��

���� ����� ��� ������ �	 �� �%��� �	 &��	�

��

��

��

��

��

��

�� �	�� �

�� �	
� �

�� �	�� �

�� �	�� �

�� �	
� �

�� �	�� �

�� �	
� �

�� �	
� �

!����� "�#' �
�
 ���	�����
���� ���� �	
�� ����	�
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��� ������	 �
 ��������� ��� ��� �� ��
��	������ ���� ��� �	������� ������

�� ���� �� ��� � ��������� �
 ��� ����� ��� ���� ��� ���� ������� ��������

����� ���� ���� ��� ������ ��� ��� ���� ������ � ����� ���� ���� ������� ��

����� ����� ����� � �	������� ����� ���� ������ 	����� W = {wi,j}N
1 � � ��� ��

�������� � ��������� {A1, · · · , AC} �
 ��� ����� � �� ���� ��� ���	��� �� !��

"#$% &����' ������	� ��� ���� � ������ ��

Ncut(A1, · · · , AC) =
C∑

i=1

cut(Ai, Āi)

vol(Ai)
&(�#'

����� Ā � ��� ��	���	��� �
 A

��� ��������� A∗ = {A∗
1, · · · , A∗

C} ���� ���� ��� ���� ������	 � ����� ���

A∗ = minA1,··· ,AC
Ncut &(�)'

*���� ��� ��� ������� ��� ��������� A ��� B � ������ ��

cut(A,B) =
∑

i∈A,j∈B

wi,j &(�+'

��� ��� ����	� �
 � ����� ���� A ��

vol(A) =
∑
i∈A

N∑
j=1

wij &(�('

��� ���� ���� �� ������� � 	���	�� ��� �������� ���� ,��������, ������� �

	������ �� ��� ��	��� �
 ������� ������� -�
����������� ��� ���� ������	 �

,�./*���, ��� ����� ������������ 0������� !�������� ��� �� 0������� 1234 �

���� �� � ������� ���������� ��������� ���� ����
��	 ��� ���� ������	 ����

� ��������� ����������� ������	 "#5%�
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��� �����	
� �����	���

����� �����	
� �����	��� ����	����

����� N ���� 	
���� x1, · · · , xN � �� �	������ ���������� ���� ���
���� ���� �
��

������� �� ������ ������ W ∈ R
N×N �  ���

wij = exp(−||xi − xj||2
σ2

) �!"#�

��$���� �� ������
���	� %�� ��� xi ��� xj�  �� σ �� � �������&��� 	��������"

'� ���������� %�� ��� xi ��� �����( �� ������� �
 %� 0" �� ���� �� ����������

��(
�����
� �
 ��
�	 x1, · · · , xN ���
 C ��������"

'� ���
���� �� ������%�� �� ������ �� '�%�� !")

*)



��� �����	
� �����	���

������ {xm}N
1 � xm : p × 1 � p � � �� ���	
�� ������

������ �� 	��
��� C � σ � �	���� ������
��

����	����� ������� ��� ��		�
�� ������
�� ������� ��� 	
��� ������ W ∈ R

N×N �����

wij = exp(−||xi − xj ||2
σ2

)

�� ������� ��� ������ ������ D �� �� ��� �������� ������ �����

Dii =
N∑

j=1

wij

�� ������� ��� ���������� ��������� 	
��� ������ L�

L = D− 1
2 WD− 1

2

�� ����� ��� �����	
�� �
������� ��������

Lv = λv

�� �
�� ��� �
���������� ����������
�� �� ��� C ������ �
�������� �� L�

V = {v1, v2, · · · , vC} ∈ R
N×C

�� �����
�� ��� ��	� �� V �

Ṽij = Vij/

√∑
j

V 2
ij

�� ���� ��� ��	 �� Ṽ �  ��
�� 
� R
C �� ������� �
 ������

�� ���
�� ��� ��
�
�� ��
�� xi �� ������� c 
� �� ���� 
� ��� ����������
�� ��	 i ��

��� ���
� Ṽ 	� ��
���� �� ������� c

������� ���� ���� ��	
� xi ���
�� �� �
� �� ��� C �������

����� ���	 
������ ��������� �������� ����

��



��� �����	
� �����	���

�� ����� �	
� �� ������� ��������� σ �� ��� � ������ �� �� ����	 σ �� ����

������� �� ��� ��� ������ ��� ���������� �������� ��� �� ��� �� ������� �� ����	

��������� ��� �� ����� ���� �������� �������� ��� �������� ����� ����������

���� ��� ��� �� � ������ ����� �� σ ��� ����� ���� ��� ��� �� ����	 �� ��

�� � ����������� �� ��������� �� ��������� ����� ������� ��������� �� ��������

�� !"#$	

����� ����	 
��	��

%�����&����� ��� '����� �������� �� !"#$ �� ��������� � ����� ������� ���������

σi ��� ��� ���� ����� xi ������� �� ��������� � ������ ������� ��������� σ	 (����

� �����)� ������� ��������� ��� ��� ����� ������ ����&������ �� �� �����&��&�����

��������� ��������� �� �� ����� ���������� �� �� ����������� ����������� ������

i ��� j	 �� ������ ������� ��� ������ �� ��� ����� ��

wij = exp(−||xi − xj||2
σiσj

) *�	+,

�� ��������� �� �� ����� ������� ��������� σi �� ���� �� �������� �� �����

���������� �� �� ���������� �� ����� xi-

σi = d(xi, xK) *�	.,

�	�	� �� ����� ������� ��������� σi �� �� �������� ���� xi �� ��� /0� �������

������� xK 	 �� ����� �� K �� ���� ���������	 1 ��� ����� K ���� ��� ���&

������ ���� �� ����� ���������� �� �� ���������� �� xi	 2� �� ���� ����

������������ ����� � ��� ����� K ����� �� ������� �� �� �������� �� ��������

*���������,	 3�� ��� ����� K ������� 10 �� 50 ����� ������� ������������ �������	

3��	 �	"� �������� � �������4����� �� �� ����� �� �� ����� �������	
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���� ����� ��	�� �����

�� ���� ��	 � ������� ������� ������ � ������ �������� ��� ������ �������

���� ����� ��� ��� ����������� ��������� �� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ����

���������� ����� �� ��� ������ ����� ��� �������� ������ �������� ��� ������ ����

��� �������� ������ ��� ���������� ������� ������� �� � ����� ������������� ��

��� ����� ����� ��� ����� ������� ��� �������� ��� �������� ������ �������� ���

��� ������������ ����� ���� ��� �������� ������ ��� ������ ������� ����� ������

����� � ��� ������������ ��������

����� �����	
�
�	 �����
� �� ���� ���������
��� ��
�

��� !������� "��������� ��������� ��� ������� �� ���� ������������� ����� ���

������� ���� � ������ ������� ��������� σ = 0.5 ��� ����� ����� ������� ����������

���� K = 20 ��� ����� �� ���� ��#� ��� ������ �� �������� �� ��� �� 3� $� ��

��� ��� ��� ������������ ����� ����� ������� ���������� �� ���� ���������
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��� �����	
 ������� ����� ������	 ����

��� �����	
 ������� ����� ������	 ����

�� ������	
 ���� ��� 
��	
 �
��� �� ���� ��������� ���� C �
������ ����� ���

������	
 �
�������� 	
������� �������� �� ��� �������� �������� ��� ������ ��

�
������ C �� 	 ���� ������ �	�	������ �� ��� �!���������� C �� ��� �� 3 ��� 	

[35×35] 
��	
 �
���� ����� �	�� ������� �� ���������� 	� 	 �	�������� �
����� 	��

��� �	�	������ 	�� �����	��� ����� 	 ����
���� ������� �� ��� ��� �����	����

������� ���	�
�� �� �	�
� "�#� �� ����� �� �����	�� ��� ��	������� �� 	 �
����� c ∈ C�

$� �����	
�%� �$� �������� ������� ���� A0
c = ∅ 	�� B0

c = {m|xm ∈ c} 	�� 	�� ��

���

Bf
c = &�!�
 ������� �� �	�������� �
����� c

Af
c = &�!�
 ������� �� 	���	
���

'"�()

*��� Bf
c � $� 	
�� �����	�� ��� ��	������� μf

c 	�� Σf
c �� �
����� c�

+,



��� �����	
 ������� ����� ������	 ����

������ In = {m|xm ∈ c}� c ∈ C� xm : [p × 1]� p � � �� ���	
�� �����

�����	������� A0
c = ∅, B0

c = In, ω0 = 1,

d0 = (
√

p +
√

2)2, γ = 1.25 ��� i = 0

���� �������� ������� ��� ��		�
�� ������

�� ������ ����	
���� �� �
� 
�� ���
��
��� ����

μi
c =

∑
xm∈Bi

c
ωi

mxm∑
xm∈Bi

c
ωi

m

Σi
c =

∑
xm∈Bi

c
(ωi

m)2(xm − μi
c)T (xm − μi

c)∑
xm∈Bi

c
(ωi

m)2 − 1

�� �
����
���� �� 
�
�
����� ����
���� �� Bi
c �

∀xm ∈ Bi
c : dm = (xm − μi

c)
T (Σi

c)
−1(xm − μi

c)

�� ���
�� ������� �����

ωi+1
m =

⎧⎨⎩1 if dm ≤ d0

d0
dm

exp(−0.5(dm − d0)2/γ2) if dm ≥ d0

�� ���
�� �����

���� ��
� ���� ����	�� {δi} ������ ���������� ���
��	�� 
��
 ��	��� 
�� ��	��
������ 	��
�� ����
����� 
������� ���� τ i ���	� �� � ���	
��� �� p, |Bi

c| ��� Σi
c� ��

�������� ��  ������� !�

{δi} = {I(dm ≥ τ i)} (I = Index of value)

Bi+1
c = Bi

c\{δi}
Ai+1

c = Ai
c

⋃
{δi}

�� �������� �����

"� {δi} = ∅ � �
��# $
������� ��	��%��
 i ��� �� 
� &

����� Af
c = Ai

c, Bf
c = Bi

c, μf
c = μi

c and Σf
c = Σi

c

���	� ���� �������	 ���� � �������� ��������� ����������

!"
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� �
�� ����

��������	

��������� ����

������
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��� �
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:	�����	�
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:�������� C���
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�
� � ���� ������	 ������ ����	 ��� � �	��� �������

������
�� �� ���� 	������	  �
�� � ������ !��� 
	���
��� �� ���� �
��

��� � "
�
�# 	
��
���#� ��� �����	 �
"�� � 
� ������	 �� T ���$��� �����

������ �	� ��	 ���� �� ��� P �� ���� �� ��� � "
�
�# 	
��
���# ����
��	 ���

��� ������ ���������
��� ��� !��� �
"�� ���� d 
� ���� �
$�� �# ��� �
�
� �

	
������ �$� ��� ��� �� �����

d = mini,j,k[{(�− μi,j)
T (Σi,j)

−1(�− μi,j)} ∪ {(�− μEM
k )T (ΣEM

k )−1(�− μEM
k )}]
%��&'(

���� k = 1, · · · , P ) i = 1, · · · , T ��	 j  �� �$� ��� C �� ���� 
� ����� i�

�*
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��� �	�� ���� ����

�� ���� �����	� 
� ������� ��� ����	������ 	� ������� ���� �� ������� �� �	

��� ������������ ���� ��	� � ���������	� 	� ��� ������������ ���� ����� ���

�������� � ! "� �	����� �� �	 ��� ���� ��	������ �� ����� 	� #������� $�%

�����	� &������������� �#$& ������! �	� ��� ����������� ��� ����� 
�� �������

���	 �	�%	��������� 	�� ����� 	� ��'� 35 × 35 ! (�� �	�� )��� 
�� ������

����� � ���� ����� ���� 	� ��'� 525 × 300! ���� 	�� ���� 
�� ��������� ���	

* ������� 
��� � 	�� ������ ��������� K ��� �	 +,! �� �������� �����	�����

�������'�� �	 -, ������� �	� ���� ����� 	� ��� ���� ����� 
�� ����� �	 ��� �
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������ ��	
 	
� ���� �������� ���� �� ���� � ���� ��� ���

��� ���� ��� ���� ���� �� ���� ������������ ������� �� ������� ���� ���

������ �� ���� �� � � � !����� ����������� ��� �� ���� �������� ��� ���

���!�!����� �� ���������  ������

��� �������

"� ��� ������� �� �������� �������� ����� �� ����� ����� �� �� ���� �����

����� "� �� ����� ���� �� �������� ����� �� ����� !��#������ �� �����$������

����� � �������� %��������� �������� &'() ������� ��� � ������ ��*������� �����

������ ������� !���� �� ��!��� ���������� �� �� +������� ���������� ��� �$�����

����� ,���� �������� ,� ���!�� ���� �� �� ���� �� �� �� ���� ��������


� -���� ����� ����� ����� ���� ���������� �� ������� �� ������ �� ���!�� �� �����
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��	� ��� ����� �����	���� ����� � ������� �� C ������� �����	� ���� ���

�	�������� �� � ���	��� ������ ���	������� !�	��� ��� ����� �����	����

��������� �	���� ��� �����	���� �����	 ����� �	� ���	�������� �	�� ����	

����� "�	 ��� ��	���� #� ��
������ �� ������ $ % & � �����	���� ��������

� ��� ���� ����	���� #���� ����� �	� ��������� �� � �����	���� �����	 ��

� ���� �� ��������� ��� '��������� ������� d = (x − μ)TΣ−1(x − μ) �� �

	����(����� x �� ��� ���� �� � �����	���� �����	� #��	� μ ��� Σ �	� ��� ����

��� ��
�	����� �� � ������ ������ N(μ,Σ) ���� ���	������� ��� �����

�	���� �����	 ������ ��� ������ ������ ��� '��������� ������� ��
�

� )���*��	�� ���	������� �� �	��	 p �*��� �� ��� �����	 �� ����	�� ���� 

+#� ����������� �������� �	� ���� �������� ���� ���	��� ����� +���	�

�� � )���*��	�� ���	������� ,�� �������� )- +�� �	���� ����� τ �� ��� �#�

�������� ��� �� ��� � � ��	����� �� ���	������� ��� �����	���� �����	
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�	 �� *+,- ��������� ��� ��������	� ���
��� �
 �����.����� �� � �	������

���

��	 ��� N(μ,Σ) "�� μ �	� Σ ���	� �� ���	 �	� �������	��� ��
����������

�� 1����	���
 ��
��	��
 �� � ��������	� ���
��� �	 *+,-�

di = (xi − μ)TΣ−1(xi − μ) "�� i = 1, . . . , N #2�&)

��� ��	 � 3��
!����� ��
��������	 �� ����� p �!��� �� �� 	����� �� 
�������

��	�
� ��	���� �� χ2(p)�

f(u) =
1

2p/2Γ(p/2)
u(p/2)−1e−u/2 "�� u ≥ 0 #2�()
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	 ����������� ����	� �� 	 ����� �	��� ������������ !�� �	

	 �������

����� Γ(k, Θ) �� 	 �����	�	
���� ������������ ��� ��� �	� ��� �������" ���
#

f(u) =
1

ΘkΓ(k)
uk−1e−u/Θ ���� u ≥ 0 $%�&'

����� Θ �� ��� ��	�� �	�	
���� 	� k ��� ��	�� �	�	
�����

!�� �	
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��� "���	� ��	 ��� ����� �	��� ������������

� �	��� ��� ����� �	��� ����������� χ2(p) �� 	 �����	� �	�� �� ��� �	

	 �������

����� Γ(k, Θ)� ���	��� ��� k = p
2
	� Θ = 2�

�( ���" ��� �	

	 ������������ �� �	�� ���	)�� ��� �	����	 
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���	��� *������� ��� �	�	
����� k 	� Θ �	�� �� �� ����
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	���� k̂ 	� Θ̂ 	�� "��� � 	�����) ��

�� � ���� $��� ������ &�,�-'� ��� �������	� �(�������� ����	�������� 	��

"��� �(#

p(H0|η) =
ηfυ(η)

ηfυ(η) + Fυ(η)
, $%�.'

p(H1|η) =
Fυ(η)

ηfυ(η) + Fυ(η)
, �����

���	
	�� fυ �� Fυ �	 ��� ��	 ��� �� ���� �	��	���
	��� �� ��	 ���

������������ ���� ��	 	�����	� ������	������ ���	�	�� k̂ �� Θ̂�
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�
��	�� {xm}N
1 � p � � �� ���	
�� �����

�
�	������	�
� A0 = ∅, B0 = {1 : N}, ω0 = 1,

d0 = (
√

p +
√

2)2, γ = 1.25 ��� i = 0

���
 �	���	�
� ������� ��� ��		�
�� ������

�� ������ ����	
���� �� �
� 
�� ���
��
��� ����

μi =

∑
xm∈Bi ωi

mxm∑
xm∈Bi ωi

m

Σi =

∑
xm∈Bi(ωi

m)2(xm − μi)T (xm − μi)∑
xm∈Bi(ωi

m)2 − 1

�� �
����
���� �� 
�
�
����� ����
���� �� Bi �

∀xm ∈ Bi : dm = (xm − μi)T (Σi)−1(xm − μi)

�� ���
�� ������� ����

ωi+1
m =

⎧⎨⎩1 if dm ≤ d0

d0
dm

exp(−0.5(dm − d0)2/γ2) if dm ≥ d0

���
		
 ������������ ������� ����� 
��	�	 ����������  ���	
���� ��������� ��

∀xm ∈ Bi : dm → Γ(k̂i, Θ̂i)

�� ���
�� �����

���� ��
� ���� ����	�� {δi} ������ ���������� ���
��	�� 
��
 ��	��� 
�� ��	��

��� �� 	 �
�� �!��
����� 
������� �� � τ i "��	� �� � � �	
��� �� p, |Bi|,Σi, k̂i ���

Θ̂i

{δi} = {I(dm ≥ τ i)} (I = Index of value)

Bi+1 = Bi\{δi}
Ai+1 = Ai

⋃
{δi}

�� !������� �����

#� {δi} = ∅ � �
��$ %
���"��� ��	��&��
 i ��� �� 
� '

��	��	� Atmp = Ai, Btmp = Bi, μtmp = μi,Σtmp = Σi, k̂tmp = k̂i and Θ̂tmp = Θ̂i

���	� ���� ()�*�+� � ����
 ,
���

��
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�

�
�	������	�
� A0 = Atmp, B0 = Btmp, μ0 = μtmp, Σ0 = Σtmp, k̂0 =

k̂tmp, Θ̂0 = Θ̂tmp and j = 0

���
 �	���	�
� ������� ��� ��		�
�� ������

�� ����������	 �
 ������	��� �����	��� �	 Aj

∀xm ∈ Aj : dm = (xm − μj)T (Σj)−1(xm − μj)

�� ������ �����

���� ����� ����	�
 {δj} ����� ����������
 ��
���	�
 ���� ��� ����� ��� ��	��

������ 	��
��� �������
�
 ����
���� ���� τ j ���	� �
 � ���	���� �� p, |Bj |,Σj , k̂j ���

Θ̂j

{δj} = {I(dm ≤ τ j)}
Aj+1 = Aj\{δj}
Bj+1 = Bj

⋃
{δj}

�� 	�
���� �����

�� {δj} = ∅ � 
���� �������
�� �
������ μj+1 � Σj+1� k̂j+1 ��� Θ̂j+1 �
��� Bj+1

���� �� ��� ��
� 
����� ��	������ j �� ��� �� ��  

��	��	� Af = Aj , Bf = Bj , μ = μj , and Σ = Σj

���	� ���� !"�#$%& � '�	��� '����

��� 	���	 �	��� �� ������� �� ����	�� �� ��� ��� �������� ��  ������ !�

��� ������� �	������ "�� �� "������� 
��� #��"���	  	$������ �� ��

#��"���	 ����� %�� ��& �$�����'�� ��� "���	��� �	������ ���� ��"	$��� ���

���(������ ��  ������ ) 
��� �������* ����� #��"���	 ��������

)�



��� �����	
��� �	�� ���� ����

���������
����	��
�

���������
���������� ����
��� ��  �
������!�����

"��
#�
$�
�	%& '�(�%)

*+,-

./010230456

"
78)�
9�	��)���)
:)���	��
�

;<= >?=<=
@ABC@DE FAG=H=IJ

KLM

NO

PI
J

NO

9'����	%
Q%8)�����R

�����	%�S�
���������
�%8)��� �8�

KLM��  �
T�����!�����
U������

����	��#� V
)�

V�
��))��R

������ ��	
 ����� �	����
 �� ��� ����� ���� �� �������� �� ��!"

��� �����	
��� �	�� ���� ����

�� ��� ������ �� ������� �� ����������� �� ������� ������ !" ����"���

� � ���� �"���������� #�� $��� � #��������� �� �� �"���������� #�� ���#%

���  ����#�&  '� (� ������� � � �� ������� ��� ��������% �� ���� ��

)������� *������� +����������� $)*+' ������� ��� �� �� ���������% ��

����� ��� #���#�# ��� ��������������� ����� ����� �� ��,� 35 × 35 � -�� ���!��

.��� ��� ������# � � ������ ����� ���� �� ��,� 525 × 300� ���� ����� ���� ���

�������# ��� / ������� ��� � ����� ������� �������� K �� � 01�  � ��&�����"

#�������"% �������,�# � 	1 ������� ��� ���� ����� �� �� #�� ���% ��� �##�# �
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��� ������	

$� �������! ����� ���� �! ��� � ������ �%���!� �!� ������������� ������#���

�� !�� ��%���!��� ���&���� �� �������!� ���� ������������ ����� '! ����� #��(�

����!� ������� ������#����! �! ������������ ���� �"� ��"��� ����� ��! ��
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��	�� 	 �	��	 ����������
 Γ(k̂, Θ̂) �

"���� �� ��� �	�	�	
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 �����  ���� ��� ���	� �	�#����
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�������� � ��� �����������	� �����	����� ����� 	�� �� �	�� 	���	���� � �	���

����� ������� 	�� 	��	�� ��������� �� ��� ���� 	���	��� �	���� ���	���

��� �	������� �� ������ �� 	 �	��� ������ � ��	� ����������� �������������

�	�� � ����� �� ���������� � ��������� 	 �������� ��	� ����� �� ��� ��	���

 �� ����� �	������� ������� 	���	��� �	���� ����	�� �� �	��� � 	 ���	�

���������	��� � ��� �	������� ������ �� ��� ���� ��	���

�� ��� ����� ��	����� �� ������ �� 	������� � �� 	��	�� ��������

	�������� �	��� � ��� ��	� 	���	�� !"# $%&' 	�� ��� ���	� 	���	�� !())�

"# $**&'�  ���� 	�������� ���� ����������� 	�� ������ � ��	� �����������	�

�	�	� +� �� �	�	� ��� ���	� 	������� ())�"# ������� ������ ��	� "#�
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#�� �� �������� 	 �	�� ��� $���� ������ �%������ �	�����	 �� ���

�������	 � �������	�
 �����	 &���� ��� ����� ������	 �� ����	����� ������

�������	" '� ��� 
�	� &� �		�
��� �� ����	����� ��
��� �i ��� ��
� ���� ��
���

�i" �i 	 �� ������ J  ��� ������ �� ��
%������ 
��	���	 ��� �	 
��������	 ���

��� ���� ��
��� ��� ��� �� ���� j ��
���� ���� �i 	 �������� �� 
��	��� j"

#�� ���� 
��	����� ���	�� �� ��� �� �������� ��� ��� ������	 ���&���

��������� �� ����
����� ��� 	��� ��� � ��������� ��� 	���" '� ��� � 	���

�� ������� t &� 
������ �� ����
����� �� ��� �%������ &�� ��	��
� �� ���


������ �	������ ���������	 Θ" #�� �%������ L 	 ���� �	

L(�, �,Θt−1) =
N∏

i=1

J∑
j=1

�ifj(�i, Θ
t−1
j ) �("��

&���� fj 	 � ���		�� �	������� &�� ���������	 Θt−1
j ��� Θt−1 ≡ {Θt−1

j }J
1

#�� ����	����� ��
���	 �t
i �� ������� t ��� �	������ ���� ��� ���� �) ���

(�)�	 ������� &�� ��� ���		�� ���������	 μt−1 ��� Σt−1 �� ��� ������	
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=
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1, if ĵ = argminj(�i − μt−1

j )T (Σt−1
j )−1(�i − μt−1

j )

0, otherwise
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����� j �#������ �� �� � ����
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μt
j =
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i=1 zt

i,j�i∑N
i=1 zt

i,j

Σt
j =

∑N
i=1 zt

i,j(�i − μt
j)

T (�i − μt
j)∑N

i=1 zt
i,j
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ij

μ̂t
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ẑt−1
ij �i

n̂t
j

Σ̂t
j =

N∑
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ẑt−1
ij (�i − μ̂t

j)
T (�i − μ̂t

j)

(n̂t−1
j )2 − 1
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{
1, if ĵ = argminj(�i − μt−1

j )T (Σt−1
j )−1(�i − μt−1

j )
0, otherwise
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�� ���� ���	�
�� �	 �����	���	 ��	 �
� fν(·) �� �	���� ������ �	 �����	 ����
��	 ��������
 ����	� �� N ���	�� �� ����������	
 �� � �������� ���� �	�� μ

��
 �������	 Σ�  �	�! ��	 "���������� 
�����	�

di = (xi − μ)TΣ−1(xi − μ) #$��%

i = 1, . . . , N ! ���	 � $��&�'���	
 
����������� �� ��
	� p 	'��� �� ��	 ����	� ��

��	���� ���
�! 
	���	
 �� χ2(p)!

f(u) =
1

2p/2Γ(p/2)
u(p/2)−1e−u/2. #$��%

��	�	 Γ �� ��	 ����� ��������

(�� ����	 p! ��	 $	����� )����  �	��	� �� �	 ��	
 �� ������ ��	 ���������

�������������*

di ∼ χ2(p) ≈ N (p, 2p) . #$��%
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υk = max
i=1,...,N

di, �����

��� �� ����	�� ��	�� ��� ������	�� �����
� ����� ������ ������  !�"#

������� �

�� {di}N
i=1 �� ������� ��	
 �����	��� ��	����� ���	����	�� F (x) ��� �����	�

f(x)� ��� ��		���

��� h(x) = f(x)/(1 − F (x))

���� bN = F−1(1 − 1
N

)

����� aN = h(bN)

���� ω = limx→x∗
dh(x)

dx
�

�
��� x∗ �� 	
� ����� �������	 � F �

	
��� �� MN = max{ζ1 . . . ζN}�

P (aN(MN − bN) ≤ u) −→
N→∞⎧⎨⎩exp(−e−u), if ω = ∞

exp{−[1 + u
ω
]ω}, if ω < ∞

, ���$�

��� %���� 	� ���� 	�  !�"�

&� ����# ������
 ' ���� ���� ��� 
��	
�
 �� N 	�	� ����
 (��	�����

��� � �	
	�	�� 	���	���	�� ���� �%��� �� ω ) � %���
���� ��	(� ���
 ���	�

	�	(	��� 	���	���	���� *�� ��� %��%��� �� ��� %������ ���+� �� ����	�� ���
��

�� ��	)�,���� 	���	���	���� ��	�� ��� �� ω = ∞�

���������� ���
 ���$�� ��� �	
	�	�� 	���	���	�� �� 	������� 	�

G(u) � exp(−e−u), ���-�
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���� ������
�
�
�� p(H0|η) �� p(H1|η) 
�

����� �� ������ ���� �� ��� fυ ��� fξ�

f(H0, η) = fυ(η)p(ξ < η) =

fυ(η)Fξ(η) = fυ(η),

f(H1, η) = fξ(η)p(υ < η) =

fξ(η)Fυ(η) = Fυ(η)
1

η
,

fη(η) = f(H0, η) + f(H1, η) =

1

η
[ηfυ(η) + Fυ(η)] ,

p(H0|η) =
fυ(η)Fξ(η)

fη(η)
=

ηfυ(η)

ηfυ(η) + Fν(η)
,

p(H1|η) =
fξ(η)Fυ(η)

fη(η)
=

Fυ(η)

ηfυ(η) + Fυ(η)
,
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������ k̂ �� Θ̂ �� ���
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���
�� Γ(k, Θ)� 	
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�� ���

f(u) =
1

ΘkΓ(k)
uk−1e−u/Θ 	
�� u ≥ 0 ���� 

!�� �
���
��� ���"�
�� ��� N 

 ��������
��� (x1, · · · , xN) 
�

L(k, Θ) =
N∏

i=1

f(xi; k, Θ) ���# 
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"� 	� "��"����� ��� ���$�
���
��� ���"�
��

l(k, Θ) = (k − 1)
N∑

i=1

ln(xi) −
N∑

i=1

xi

Θ
− Nkln(Θ) − NlnΓ(k) ���% 

&
�
�� ��� ���
��� 	
�� �����"� �� Θ �' ���
�� ��� ��
���
��� �� ����
�� 
�

�(��� �� )��� �
��� ��� ���
��� �
���
��� ���
����� ��� ��� Θ ����������

Θ̂ =
1

kN

N∑
i=1

xi ���* 

+*
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l(k) = (k − 1)
N∑

i=1

ln(xi) − Nk − Nkln(

∑
xi

kN
) − NlnΓ(k) �����

������� �	� ������� ���	 ������� �
 k �� ������ �	� ���������� ��� � ������ ��

�
 !��
 ������

ln(k) − ψ(k) = ln(
1

N

N∑
i=1

xi) − 1

N

N∑
i=1

ln(xi) ���"�

�	��� ψ(k) = Γ′(k)
Γ(k)

�
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� �
� k� $� ������� ����� 
� k ��� �� �
��� ��
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�

k ≈ 3 − s +
√

(s − 3)2 + 24s

12s
���%�

�	��� s = ln( 1
N

∑N
i=1 xi) − 1

N

∑N
i=1 ln(xi)�

#	� ����� 
� k ��� �� 
������� �� �� �������
� ��
���� ����� �	�� ������� ������

#	� �������
� ������& ��
�
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k ← k − ln(k) − ψ(k) − s
1
k
− ψ′(k)
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